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ID ccovi ornatissimi giovani il terzo ed ultimo tomo delle ma- 
tematiche pure. Ora che toccate P ultimo grado di questa nobi- 
lissima scienza non v'incresca di volgere addietro lo sguardo, 
e misurare col vostro intelletto il cammino di due anni. Mi ri- 
corda bene quanta materia di alto stupore vi porgessero le quo- 
tidiane lezioni di Algebra , di Geometria , di Trigonometria , e 
di Geometria analitica. Nè poteva altrimenti chi di continuo con- 
siderava e la fermezza dei principii che ne governano le dimo- 
strazioni, ed il mutuo legamento onde tutte s'manellano e for- 
mano per così dire una catena di forte ragionamento , ed ancor 
la copia dei frutti che senza dubbio si raccolgono da sì vaste co- 
gnizioni. Contuttocciò debbo io confessarvi che voi delle mate- 
matiche finora osservaste la parte esteriore, e quel diletto ne pi- 
gliaste che suole un rozzo fanciulletto nel vedere un indice di 
orologio muoversi a misurati intervalli senza avere per nulla in- 
teso la costruzione e l'ordine della macchina di dentro. Tali fu- 
rono gli studii degli anni scorsi, che io dico elementari rimpetto 
al calcolo sublime. Che sarà dunque, allorchè messo l'occhio 


6 
nell’ interno lavorio di questa scienza , da pochi principii voi ve- 
drete scorrere lunga serie di conseguenze, tutte velocissime nel 
dar movimento e vita alle diverse parti che dividono la mate- 
matica ? Chi potrà in quell’ora tenersi dall’esclamare : 0 por- 
tento dell'umano ingegno ? e cui fu dato di poter tanto P_Anzi 
il chiarissimo Lagrange andò più oltre ; ed a se medesimo rim- 
proverava che nato un mezzo secolo dopo il fortunato Newton 
non avesse trovato un altro universo di cui scoprir le leggi. Ve- 
ro è chea tali affetti non si concede albergo se non forse in ani- 
mi nobilissimi ; ed i più neppur curano di mettere il piede su gli 
altrui vestigii, perchè stretto ne veggono il sentiero cd aspro il 
cammino. Però non vi dia maraviglia se dei moltissimi che inco- 
minciano il corso delle matematiche, pochi si arrestino alla me- 
ta; la più parte in mezzo al cammino rivolga altrove l'animo 
e gli studii. Il che io reco piuttosto ad un animo dappoco e vile 
che a quelle molte cagioni che altri per avventura dice nemiche 
dei suoi studi, perchè nate dal bisogno di un lucroso uflicio che 
gli assicuri nell’ avvenire alimento, e vita. E sebbene il bisogno 
sia per se cagione potente a seccare qualunque seme avesse la 
natura gittato nel nostro animo per grandi opere d’ ingegno ; pur 
nondimeno la esperienza addimostra che uno spirito elevato e 
nobile sa gareggiare con le angustie delle sostanze , e misurato 
se medesimo non dalla meschina fortuna ma dall altezza della 
mente aspira all’ onore degl’ intelletti grandi. Tale voleva Seneca 
fosse T encomio degno del suo Lucilio, ed a lui scrivendo lo con- 
fortava a dir chiaramente di se stesso : Zluclatus natalium an- 
gustias, nec sorte me , sed animo mensus par maximis steti. 
(NN. 00. lib. rv. Praef.). Dell’ordine poi con che sporrò le dot- 
trine sul calcolo differenziale ed integrale quì non dirò nulla, 
ed amo io meglio che voi il veniate di mano in mano scorgen- 
do nel procedere delle dimostrazioni. Così vedrete che il meto- 
do per me seguito quanto alla invenzione è recentissimo , e nel- 


Ad 
le dimostrazioni esatto; anzi mi verrà più volte in acconcio 
nelle pubbliche lezioni di compararlo agli antichi, e mostrare 
per quante ragioni il metodo presente debba sovrastare ai pas- 
sati. Io mi auguro di aver soddisfatto nel Corso completo di 
matematiche pure alle mic parti il meglio che io potessi ; re- 
sta che voi con fl assiduo studio di così nobile scienza mi diate 


pruova di gradirne le fatiche. 


Avvertasi che ove fia d' uopo citare i numeri del 
primo e secondo tomo , quei del primo saran- 
no contrassegnati da un asterisco, ed i numeri 
deì secondo tomo da due asterischi, 
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1. S, dice limite di una quantità variabile quel valore fisso al quale 
indefinitamente si accostano i successivi valori di essa, in guisa che la diffe- 
renza fra quello e questi si faccia minore di qualunque quantità data comun- 
que piccola. Così il cerchio è il limite dei poligoni iscritti e circoscritti ad es- 
so, perchè, crescendo il numero dei lati, questi poligoni sempre più si acco- 
stano al cerchio senza però poterlo mai esattamente agguagliare. Spesse fiate 
le quantità che crescono o diminuiscono non sono ristrette fra certi confini, ma 
esse crescono all'infinito 0 diminuiscono fino al zero , senza poter mai divenire 
né infinite nè zero. L’ idea adunque che dobbiamo formarci dell'infinito e dello 
zero è quella di un limite al quale indefinitamente si accostano i successivi 
valori delle quantità crescenti o decrescenti. 
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v. Dalla definizione del limite deduconsi come altrettanti corollarii i teo- 
remi che seguono : 

1.0 Se due quantità p, p' steno nello stesso tempo limiti della medesima 
variabile P, sarà p=p'. Imperocchè supponendo per poco che fra p e p' ab- 
bia luogo qualche differenza, la variabile P giunta che sarà in uno di questi 
limiti non potrà accostarsi all'altro più da vicino per quanto è il valore di 
quella differenza, la qual cosa manifestamente ripugna alla definizione del 
limite. 

Per fare quì un’ appitcazione di questo teorema suppongasi nel cerchio 
del raggio AC==r ‘fig. 1. iscritto un poligono regolare di n lati, uno dei 
quali sia AB=x, € condotia su di esso dal centro © la perpendicolare CP, 
che incontri il cerchio in M, pongasi MP=y. Essendo l'area del triangolo 
ACB= ra) , quella dell'intero poligono iscritto sarà = - a°—ry). Ora 

2r 


quanto più diminuisce y, cioè quanto più cresce il numero dei lati del poligo- 

DI NE ; 5 ; ; 

no, tanto più la quantità RS si accosta a 71°, esprimendo con © il 
r 


na ; i Lia 
rapporto 5r della circonferenza al diametro; sarà quindi 
r 


MI 4 i 7 
lim. g 7 VTTIEETT. 
Ma l’area del cerchio è anch'essa limite di quella dei poligoni iscritti. Adun- 
ne sarà arca del cerchio=#r",+arà cioè uguale ad un triangolo rettangolo 
che abbia la circonferenza per base, e per altezza il raggio del cerchio. 
9.0 Se duc variabili P, Q abbiano per limiti le quantità p, q, sara 
lim. PO=pq; il linte cioè del prodotto agguagliuit prodotto dei limiti. Tofatti 
se p è il limite della variabile /°, potrà mettersi P=p+2, e se g è il limite di Q. 
sarà 0=7-+£, indicando con a, £ due quantità le quali nel medesimo tempo 
si accostino al lim.=0. Si avra dunque 


PO=P4394EPPITI+000- 
Gra l'ultimo membro di questa equazione nel limite riducesi evidentemente 
a pq. Adunque dar. PO=pq. 
3.0 JI limite del quoziente agguaglin al quoziente dei limiti. Pongasi PO=R. 
e pg==r; poichè pq è il limite del prodotto PO, sarà r il limite di /0, e per- 
chè quelle equazioni danno 


7 ‘ al 
if - 4 
il 1) 
sarà 

R_ ©» 


Aduuque ce. 


if 
4° Se le due variabili P, Q, nel loro crescere 0 diminuire conservano 
sempre la medesima ragione di m : n, questa surd pure la ragione dei loro li- 
i 


: Pal tizi 
miti p,q- Imperciocché se fra ; ed = avesse luogo qualche differenza, acco- 


standosi la ragione Py al suo limite 3 essa dovrebbe pur una volta cessare di 
mn» * 14 
essere uguale ad =, la qual cosa é contraria aila supposizione. Adunque ec. 
l Di quest'ultimo teorema può farsi la seguente applicazione. Sia descritto 
sulla retta AB=Za (fig. 2.°)come diametro il semicerchio AMB, e come asse 
maggiore la semiellisse ANB di cui 20 sia l'asse minore. Si concepisca ne! 
cerchio iscritto un poligono, del quale un lato sia MM”, e dai punti M, ed M' 
abbassando sul diametro le perpendicolari MP, M'P' le quali incontrino in 
N ed N° la ellisse, sia la retta NN° un lato di un corrispondente poligono iscritto 
nella medesima. Dal detto nel secondo tomo delle equazioni del cerchio e della 
ellisse agevolmente si comprenderà dover essere 


MP: NP=WP': NP cd, 
doude (247°) 


pi ppt 

ca (MP+M P") i (NP--N'P')=2a:20, 
Adunque (339*) starà il trapezio MPP'M' al trapezio NPP'N' nel rapporto di 
2a:20, e nel medesimo rap orto staranno le somme dei rispettivi trapezii nel 
cerchio e nella ellisse. Per la qual cosa, qualunque poligono iscritto nel cer- 
chio starà al corrispondente poligono iscritto nella ellisse nel rapporto del dia- 
metro del cerchio all'asse minore della ellisse. Ma il cerchio e la ellisse sono 
i limiti di questi poligoni. Adunque starà pure l’area del cerchio a? all’ a- 
rea della ellisse nel rapporto di Za : 20; donde si dedurrà l’area della ellis- 
se=rab. 

3. La linea curva AU (fig. 3.°) sia riferita agli assi ortogonali AX, AY; 
dal pubto U conducendo sull’ asse AY la UG parallela all'asse AX, si concepi-. 
sca la AG divisa in » parti uguali AB, BC, CD, ..., dalle cui estremità si 
tirino le rette BK, CL, DM, ... parallele all'asse AX e terminate alla curva. 
Compiendo i rettangoli CK, DL, EM, ... iscritti, ed i circoscritti BH, CR, 
DN,..., ciascun vede che la differenza tra la somma dei rettangoli cireoscritu 
e quella dei rettangoli iscritti, facendo crescere indefinitamente il numero n, 
diventerà minore di una qualunque data quantità; infatti quella differenza 
agguaglia il rettangolo GT. Adunque a più forte ragione la differenza tra la 
somma dei rettangoli circoscritti e l’area curvilinea AUG si farà minore d: 
una qualunque dala comunque piccola quantità, Uhiamando quiudi Z la som- 
ma dei rettangoli circoscritti , ed S l'area curvilinea AUG sarà 
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Siffatta equazione ci condurrà direttamente alla cognizione dell’area S quan- 
tunque volte si determini la espressione analitica del suo secondo membro 
lim. £. 

Supponiamo ora che l’arco AU sia parabolico; rappresentando con @ 
ciascuna delle parti uguali AB, BC, CD,...., dalla equazione della para- 
bola y°=px otterremo 


7 407 90” nia? 


DES CL= p ie i 


Per la qual cosa, la somma dei rettangoli circoscritti sarà 


2=5 (144494... +?) 


Ma come qui appresso (8: 2.°) dimostreremo 


nè n° n 


1444+9+.. . ts +bs cala 
Adunque 


a /n n° n nie /1 1 i 
Z=-( = ormai 33I3=—{L3 —_ -— |. 
(F+5t (into 


Pongasi AG—y; sarà ne=y, e quindi si avrà ancora 
ZE AN 
=t(ita +e mei +3 + 6n°/° 
1 1 


Ora facendo crescere all'infinito il numero n, i termini n GE si accoste- 
mE ria DI sai 
ranno al limite zero , e Z verso il limite 3° Adunque 


3 XY 

—lim.£Z= | 

3 2 

sarà cioè l’area AUG uguale ad un terzo del rettangolo AGUV, e l’area AUV 
uguale ai due terzi del medesimo rettangolo. 

4.Ilimiti possono a primo aspetto presentarsi sotto forme indetermina- 

te, e per calcolarli fa d’ uopo sovente ricorrere a diversi artifici. Così, per 


esempio , le quantità 
(1-4-2) 
7? 


Ue 


y=(1-42)", y= 
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supposto x nel limite —0, presentansi sotto le forme indeterminate 1° , 0° 
mentre in realtà i loro valori finiti per la supposizione di x=0 sono rispetti- 
vamente 


=2, 71828..., ()= mi; 


dove a rappresenta la base del sistema dei logaritmi /, ed l' esprime i lo- 
garitmi presi nel sistema in cui la base è il numero e, o i logaritmi Neperia- 
ni , i quali diconsi ancora logaritmi «perdolici , perchè essi ‘rappresentano le 
aree della iperbola equilatera fra gli asintoti, ove si prenda per unità |’ area 
del quadrato iscritto. Pertanto la considerazione di questi due limiti essendo 
importantissima , io mi farò qui a dimostrarne la esistenza dandone nello stes- 


so tempo il mezzo per calcolarli. 
E primieramente se si supponga la variabile x convergere al limite=0, 
1 ti 


si cerca il limite di (14-x)". La quantità x, che noi supponiamo già divenu- 

ta <1, sia da principio positiva ; in questo caso — o sarà uguale ad un nu- 
x 

mero intero m positivo e capace di aumento indefinito , ovvero si conterrà fra 


due numeri interi consecutivi m ed n=m-p1. Se — =m, si avrà (124*) 
® 
—1)m_-2) 1 
(1-42)? =(14 3 21+1+ me Di SEi I edi b... + 


* ia ..(m_(m_1)) f 
2.3...M mi? 


ovvero 


(paia per s(1L)+ ss) (i) 
srl) 


attori 1— ng i. sono tutti positivi, ed il numero loro, ed il va- 


lore di ciascuno di essi cresce al crescere di mj quindi alcrescere di m cresce- 


{4 


: i - iN” ; 
rà pure il valore di (1-t-x)} — (145): Ma si ha evidentemente 
m 


sid 1 1 1 2 La doge 


1 1 
243 +e +... 
SAR 
Adunque 
1 


DIRI 


3 1 
2</t+a)"24+3+ 55 + 
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Ora dalla teoria delle progressioni reometriche si sa essere (250‘, 
n 1 si 1 1 I 
mist_tt_——+... )=l. 
2'23°222t 


ri 


2</14)*<3 


Adunque 


7 ta { m 
Donde concludesi che quantunque il valore di (1 += 1+— ) cresca in 
° m 


definitamente al crescere del numero m, ciò nondimeno avrà luogo sempre tra 
2 e 3. Si troverà quindi fra 2 e 3 un certo numero fisso e al quale continua- 
; 


mente si accosterà (14-25, e sarà 


lim. (1 +2)" i 


Di questo numero, che è una quantità incommensurabile, un valore di pochis- 
simo dal vero discosto si otterrà dando ad m un valore grandissimo ; suppo- 
nendo per esempio m=1000000, si troverà e=2, 71828. 


Se— si contiene fra due numeri interi consecutivi n ed nz +, se 
x 
QUERN 1 ) i 
cioé si ha m<—- <n, si otterrà pure 
n. 
1 : i 
i1+r<1i1+t-,edipx5>f+., 
m n 


quindi a più forte ragione sarà 


| * IN iL iva 
(142) <( 1+ n) , ed (1+2;> (1 s, 


ossia, per essere n=m+1, e perciò man—1 , 


1 sr - ti ner 
(14 1) >(1+2)> (141) ’ 
nm n 


Ovvero ancora 
(5) 
E 1+ a 
Y 
1+ 


1 iN” È r 
(1 a)(1 >, i rn 
m ni i 


n 


Ma si ha evidentemente 


L LI 
lim. (+ c)attm.(1+ 1) 3 
Vi g n 


ed inoltre dal detto qui sopra 


‘ 1 m : 1 "n 
lim. {1+T- )=e=ln.( 1+-); 
m n 


adunque eziandio nel caso in cui — sia compreso fra i due numeri interi con- 
x 


secutivi m ed n=m+1, sarà 


. 
L 


lim.(1+x)"=e. 
Finalmente se la quantità x è negativa , sarà 14+-x<f,e potrà percio 
mettersi 1+ax= ine dove 2 esprime una quantità positiva che si accosta al 


lim. =0 insieme con «. Ciò posto, 


È 
23, 
I 
| 
"|: 
Il 
R 
CS 
sn 
<,. 
n 


Ora lim. (1-+4)=I, quindi 


fim. (1 +e)? = lim. (1+9)°=e, 
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x 


L’ istesso è dunque il limite della quantità (1 +2)" sia che la variabile a si sup- 
ponga positiva sia che si supponga negativa. 
Siamo ora in grado di calcolare in secondo luogo il limite della quanti- 


.I1+2) na | i Snia 
tà ——< nella supposizione ancora che 2 si accosti al lim.=0. Infatti ab- 
x 


biamo 


1 (0497)= a. 


per la qual cosa sarà 


lim. e limi((A42)) =I(e). 


Supponendo poi che a esprima la base dei logaritmi /, ed e quella dei loga- 
ritmi 2, sarà (7**) 


Ha) (a) dd) 
= , ossia = ; 
TOMIIO) TONE 
1 
donde =} e conseguentemente 
IA 
lim. (ke) =l(e)= da 
x l'(a) 
CAPO. 


DI ALCUNE NOZIONI GENERALI DELLE SERIE, DELLE SERIE ALGEBRICHE, 
E DELLA FORMOLA LAGRANGIANA D'INTERPOLAZIONE. 


5. Indichiamo con {, ed s, due espressioni tali che sostituendo nella pri- 
ma successivamente in luogo dini numeri naturali 1, 2,3, 4,... se ne otten- 
ga ciascun termine della serie 


trio las 


sostituendo poi nella seconda un qualunque numero intero in luogo di n se ne 
abbia la somma di tanti termini quante sono le unità che si contengono in un tal 
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numero: saranno 
Sn popo +L+ 
8 AHTILAGL bt 


e quindi 
t=s,$ ner 
La espressione £, è (125°) il termine generale della serie, ed 5, dicesi la somma 


generale della medesima serie. 
Inoltre prendendo le differenze fra i successivi termini due a due della 


serie 
Li aly Lera 
e ponendo 
ti, Pt, 0',, 
try tr =0 13 


na casuali tr-3 n per e° ‘3 
similmente prendendo le differenze dei successivi termini due a due della serie 
0, 0,19 0 LI CET t*9 


e facendo 
ti _— AI 
0, —0',=0",, 
' ti — DI 
0 n-x 6 n-2 7 6 ne19 


' — fill 
|, a-2 77 0,23 = (o) = 30 


nel 


3 


nella stessa guisa operando sopra la serie 


Dia ii a Wai 
e ponendo 
6, 1 dro sei CALA ; 
00 Lu 6! = ZL ; 
di dA. na 6" _ son 
ec. ec. ... saranno 
d,a ih, 


debole 
0", =t,— 3t,b It, La, 3) 


ed in generale si avrà 


mm_1) Le mm—1)(m_2) 


ut, mt by, la cd 
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in cui nell'ultimo termine ha luogo il segno superiore se m è pari , l inferio- 


re se m è dispari. Dicesi poi 0", differenza prima, 0", differenza seconda, 0", 
differenza terza , ec. , e 0, diflerenza m""". 
6. Premesse queste cose, suppongasi 


s, =amtpa,n tam +... dan, n°... (0), 


sarà 


s.a(n-A)ta/n-1}+a(n-1}+ ... +an.(n—-1)"9', 
e quindi 


ts, sapa —(n-1))+a(wW-(a-1))}4-.... + 


+ dan 1)) (04). 


Per la qual cosa, le differenze 0‘, , 6%, , 0',,...,0", verranno espresse 


nella seguente guisa 


gd, <B4IBIBa°+, PB, n°, 
=C4 Cont Cn+ ... dC, n°? , 
4 —D+Dn+D,n° +... +D,n°"°. 


LC. eC, EC. . + 


Aa, —P+P,n, 6”), == il ” 
dove, per poco che si rifletta, apparirà essere (125°) 


B0n (M+1)m, 

C,=20, (m41)m(m—1), 
D,=0n. (M41)m(m_1 )(n_2) n 
ec. ec, GC, 


P.,=Gn.(M+1)m{m—-1}m—2}....3.2. 1. 


Quelle serie che derivano dalla (0') diconsi algebriche, di primo ord: 
sem=1, di secondo ordine se m=2, ec. E qui si noti che, per essere 0,=/?., 
le serie algebriche dell’ ordine m*”*° hanno la differenza n°” costante, e con- 
seguentemente uguali a zero le differenze (mp4), (m-42)"7%, ec... 

7. Data una serie algebrica si determinerà la somma generale s, nel se- 
guente modo. Nella formola (0') pongasi successivamente n=1, 2, 3,..., mei 
per ottenere m+1 termini. Ciascuno di questi si paragoni col corrispondente 
dei primi m-+1 termini della data serie, cioè il primo col primo, il secondo 
col secondo, ec... .; si darà luogo così ad m-pf equazioni, dalle quali si ri 
caverauno i valori di a, , a, , 43, ..., Gp: da sostituirsi nella (0). A fine d'il 
lustrare ciò con qualche esempio 
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1.° Si abbia la serie 
3,6, 10,15,21,28,..., 
in cui le differenze seconde sono 
111; dg da casa 
Prendendo quindi nella (0°) m=2, e successivamente nf, 2,3, avremo 
apa,+a;=3, a 4+3a,+7a;=6, a +94, 19a;=10, 


dalle quali ricaveremo 
1 


d3= 6 9 a,=I 9 uU,== 6° 


Laonde sarà 


11 i 1. n+l 2 
CA sr n+n° + 6 n°, e quindi (, —1+ 3 n'+ 5 n= i 
2.° Sia data la serie 
1,5, 14,30, 55,91,..., 
nella quale le differenze terze sono 
2-2, opò 
2: b) Sb 
Nella {5') ponendo m=3, n=1, 2,3, 4 otterremo 
ata, +a;pa,=1, 
a43a,+ 7a, 4-15a,=5, 
a,4-5a,+-194;+65a,=14, 
a,4-70,4-37a;-4-175a,=30, 
dalle quali si deduce 
put gel $ 1 
Sag gg 
e percio 
RAC, ETA STRA A I 
Cioe eagle 


8. Allorché si dà il termine generale della serie algebrica , per trovare 
a | È i O a e Si 
somma generale della medesima bisognerà paragonare i singoli termini 
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della formola data con i corrispondenti della (5'); si otterranno così m+1 
equazioni, dalle quali si ricaveranno i valori di a, 14, da) 00, An da S0- 
stituirsi nella (c). Eccone alcuni esempii. 

1.° Sia t,=n3; sarà m=3, e la (6') diventerà 


t,=a,ta,(n°—(n—-1)°) +a;(n—(n—-1)") +a(n-(n-1))= 
= (4G—0:+a;—,) +(2a,—3a;+4a + (3a; —6a,)n+4a,n}. 


Paragonando i due valori di £,, avremo per determinare i valori di a,, a, , 
4; ; a; le quattro equazioni 


aa, +a—a=0, 2a,—34,44a;=0, 3a;—64,=0 dazi, 


dalle quali ricaviamo 


1 1 


Risa = 5,627) a=0. 


1 
4 
Sostituendo questi valori nella (5), otterremo 
s, =1+27%+33-+4%+.... += Zaeà i ni+ 3 ni. 
i 6 4 2 4 
2.° Abbiasi ancora t,=n?; sarà m=2, ed 


aa, +as=0 , 2a,—3a;=0 , da;=1; 
donde 


e perciò 


. 1 1 1 
si =1+274+3°+47+ ... +nic— ra n+ 5 n°+ 5 ni. 


9. Il metodo del numero precedente suppone il seguente teorema : se 1 
due polinomii 


00403405" +...+0, 2°, Ro+R,24R,24...4+R 5 


rimangono fra loro uguali, allorchè in essi in luogo di x si sostituisce uno 
qualunque degli r+1 valori particolari 20, 21, 2, ,.-., 3, Si avrà 


O=R, ». O,=R, bI 0.—=R, * pece O=k } (h}. 
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Sieno infatti 
QOo+0:so4-0.50t. balla +0. 8 o=Po 9 \ 
Oot0.54-0,2,4. +0, s = 
Ot0:5:+ 0.2. + aa + O, z,=P. f È (1!) 
/ 


ec. ec. . . , 
O0+0,3+0.2°.4...+0, 3,=P,; 
avremo per ipotesi 


Rotltzot+Root... PR. 2 0=Po, 
RK+Rz,+Ro + se bR aree; 


RPREAREA- PR =p., W) 


RHKR3+R0,d...4+R 5 =p, . 


Ora i valori di Q,, Q:, 0.;.-., Q, che si ottengono dalle r4+-1 equazioni (h) 
sono evidentemente gli stessi che quelli di R,, RR, R,,..., R che si hanno 
dalle #41 equazioni (4); adunque ec. Quindi si deduce che se i predetti po- 
linomii rimangono uguali fra loro comunque in essi si prenda la variabile Zi; 
senza dubbio alcuno avranno luogo le equazioni (A); saranno cioè uguali i 
coeflicienti delle medesime potenze di z. Per tal ragione nel primo esempio 
del numero precedente dovendo la uguaglianza fra le due quantità 
ni, (aa, +4—a:)+(2a,—3a;+4a,)n+(3a;—6a,)n° +40, 5 
aver luogo per qualunque sia ìl numero intero n, nella seconda saranno uguali 
a zero 1 coefficienti delle potenze 0, 1,2 din » ed uguale ad 1 sarà il eoef- 
ficiente 4a, di n°. 
10. Nella formola dimostrata nel numero 5 


m(m—1) 
6, in Ml, + dla) Cope bea 
pongasi t, = n’; sarà 
m(m—-1) 


6”, =n'-mn—-1Y+ (n-2) — .. + (n—my. 


2 
Ora, posto m>r sì ha (6) 6%, —0; per la qual cosa, nella supposizione in cui 
siamo, avremo 


ale mim—-1) 74 m(m—1)(m—2) 3° 


5 2,3 s00 x1.m =d... (). 


22 


Infatti sviluppando il valore di 6‘), secondo le potenze di n, il primo membro 
della equazione (1) sarà il coefficiente della potenza n° che nella supposizione 


di m>r deve (9) essere nullo. 


11. Notiamo quì come di passaggio che supponendo corrispondere agli 


r+1 valori particolari 
"o lele 


della variabile 5 altrettanti particolari valori 


Por Pro Pare Pr 
del polinomio 


p=b4 bs 42 +....+0,3, 


potrà p esprimersi nella seguente guisa 


(3) (5-2). (6—-2) (2) (5) () 
pa ——_—<'P-—_-t+:ntr_*-r—;T_-—r—_h\+ 
P (sos) (sota) (53) È (3:50) (3,—-2.)... (3) 


+... + 


Imperciocchè il secondo membro di questa equazione manifestamente ridu- 
cesì a po Se 5==%0 3 a P, Se 5==2z,, a p, se 3=2,, ec. ec. Quindi siccome i due 
polinomii che rappresentano p divengono identici sostituendo in essi gli r+-f 
valori particolari diz, perciò (9) dovranno riguardarsi fra loro uguali; e per 
conseguenza potrà p rappresentarsi nel modo indicato. E questa è la celebre 
formola d’interpolazione di Lagrange per la quale conoscendo r +1 valori par- 


ticolari del polinomio p, si determina lo stesso p. 


CAPO Il. 
DELLE SERIE ALGEBRICO-GEOMETRICHE. 


12. Facciamo ora 


sla pantan'+... +ann")k— do... (s), 
sarà 


s_z(ata,(n-1)+a.(n—-1)" +... +ar(n--1)") k!—00, 


e perciò (5) 


LÌ - 2 
tisi 7 [afk—1)+a:(lIn-(n—1))+ afk°-(nA1))t...+ 
Fankn"-(n—1)") |"... (6').| 
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Da siffatta espressione deriva una serie composta di due , una algebrica del- 
l'ordine m'”° (6), e l’altra geometrica (250*) E, k?, k?,.... i termini delle qua- 
li si moltiplicano l'uno per 1’ altro. Quindi agevolmente si determineranno le 
somme generali delle serie formate a questo modo , le quali si appellano serie 
algebrico-geometriche. Eccone due esempii : 

1.° Si abbia la serie 


6, 20, 56, 144, 352,... 
Questa deriva dall’ algebrica di primo ordine 
dy 0g Tr il bpasa 
e dalla geometrica 
2,4,8,16,32,...., 


moltiplicando i termini di questa per i corrispondenti di quella. Ora la serie 
algebrica ha per termine generale 1+2n, ed il termine generale della geome- 
trica è 2°. Adunque il termine generale della proposta sarà 


=1420)2", 


Dall'altra parte, essendo qui m==1, la (s') darà 

1 i o k_ 1 Fa i'm 
l3= p[to(l1)ta,(kn—(n-1))]lm= (Futa + sE je 
Per la qual cosa, paragonando fra loro le due espressioni di £,, otterremo (9) 


144 a:(klt—1) 


k ? k 


2, a(F—-1)+a, 


ki 


Donde si ricaveranno 
k=32, a=4, a=—2. 


Sostituendo questi valori nella (5), si avrà la somma generale della serie pro- 
posta 


se(—2+4n)2"+2. 
2.° Propongasi in secondo luogo la serie 


149 16 25 
309° 27° S1° 243” 


i quale si forma moltiplicando i termini della serie algebrica di secondo or- 
ine 


1,4,9,16,25,..... 
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per i corrispondenti della serie geometrica 


1111 1 


E siccome il termine generale della prima di queste due serie è n°, e quello 


1 sa 
della seconda è gi» perciò il termine generale della serie proposta sarà 


it 


dr 


Ora supponendo nella (5') m=2, si ottiene 


6= o [a(k—1}+a (kÉn—(nt—1))t+a (kn:—(n—-1)*)]r= 


Sf RARA, EIA, EI n). 
k k k 


Quindi si avranno (9) 


1 aff—1)tFa—a,_ a(k—1)+2a, 3; a (k1) =s 


ves gr! k i k k 
donde 
I 1 1 3 Rj 
23» az; a 5° WE 5 


Sostituendo questi valori nella (5), sarà la somma generale della proposta se- 


rie espressa per 
3 3,3 1,1 
Si 3 (G+ 9 nt 3 n JE 


CAPO 1V. 


DI UN ALTRO GENERE PARTICOLARE DI SERIE. 


13. Pongasi ancora 


n° anta,n+.....+9, 7 (>); 
“T Fememt1)(b+c(n—m+2)...(b+0n) 


25 


sarà 
a(n—1)+a (n—1)+....-+a (n—1t)" 


851 (0+o(n_m))(b+c(n—m+1))...(6+en—1)) ’ 


e conseguentemente 
ia (a,m+a n°4+...+a,n") ((+c(n—m)) n 
TT (b+en—m)) (b+en—m+1))(b+c(n—m+2))...(6-+cn) 
(a(n—1)+a, (n1)+...+a,(n—1)")(b-+cn) 
(b+c(n—m))(b+cin_m+1))(b-+o(u—m+2))...(0-+cn) — 
na (b+enfa ta n-M_1))+..+a (n°-(n-1)")-cm(anta,n+..+a,n") Si 
(btelint_m))(0b+cnem+1))(0+ cem—m+2)).. .(0+cn) 3". 


Il numeratore di questa frazione è un polinomio in cui il massimo esponente 
di n non può essere maggiore di m_—1, perciò esso darà luogo ad una serie al- 
gebrica di ordine non maggiore di m—1 (6). Il denominatore poi contie- 
ne m+1 fattori, da ciascuno dei quali deriva una serie algebrica di primo or- 
dine, anzi la stessa, ma in modo che la seconda cominci dal secondo termine 
della prima, la terza dal terzo, e così di seguito. Per le quali cose manifeste 
sono le condizioni alle quali fa d’uopo che una data serie soddisfaccia per- 
ché abbia una somma della presente forma. Propongansi i seguenti esempii 
1.° La serie 
6 6 6 6 6 


2.7°1.142°12.A7° 17.22 22,27” 
ha per termine generale 
a 6 
“ (2+5—1))(24+-5n)' 


Supposto poi nella espressione (3’) m=1, si otterrà 


la (bFena, cam a,b 
" (b+en—1)(b+cn) (b+c(n—1)(6-+cn)" 


Paragonando quindi i due valori di î., sl vedrà essere 
b=2, c=5, a b=6, a = 3 = 


Laonde sostituendo questi valori nella ($), sarà 


3n 


2+5n 
Vol. II. 1 4 


Sez 
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la espressione della somma generale della serie proposta. 
2.° La serie 
4 “ 10 13 16 
DEVARIIAZE AMORI 

ha per termine generale 

a 143n 

"= A4m+n) +0) 


Siccome poi qui m=2 , perciò dalla (X') si otterrà 


sé (b-+cn)fa, +0, (n°-(n—1})]}_—2c(an+a,n") _ 
sai (b4c(n—2)) (b4+c(n—1))(b+cn) si 
abt—a,b4+(2a b_acT—a,c)n 
= 0+om—2)(b+c(n—1)b4en) 


Paragonando fra loro questi due valori di t,, avremo 
5 7 
b=3, cal, ab—_a b=i, 2a, ba ca e23, a, = 0036 


ed eseguendo le debite sostituzioni nella (S) , sarà 


7 5, 

-n4+ 7 

oto’ Tn Bal 
fd, enne = TTT, 
"" (24+n)(3+n) 2.3(2+n)\3 +) 


la somma generale della serie proposta. 
3.0 La serie 
i 1101 1 


e e e e 


1.57 2.67 3.77 4.875.900 


ha per termine generale 


1 
= 
n(44+n) Ù 
in cui il denominatore manca dei fattori intermedii 1 4-#, 24n, Fnsi 
1 (f4n)(24-n) (+) 


nin) E +4) 4)” 
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quindi supposto 
(414 
“T n(14n)(2+r)(3+4n)(44-1) : 


la data serie prenderà la seguente forma 


24 60 120 210 336 


—__—_____._r h_———y<=<=@m.m@mÈÈÈm—@—@—€@—@€@ 
_— TT 


1.2.3.4.5) 2.3.4.5.0’3.4.5.6.77 4.5.6.7.8) 5.6.7.8.9° 0” 
Essendo qui m=4, perciò la (3') darà 
(Bona +a, (1-1) 9) (11) (281) e(a np n pan 4208) 
sali (b4+c(e—))(0yC(2--3))(6 +ce(n-2))(b+c(n—1))(04on) ì 
Svolgendo ed ordinando secondo le potenze di n i numeratori delle due espres- 
sioni di t,, ed uguagliando fra loro i coefficienti che nei due polinomii che 


quindi risultano moltiplicano le medesime potenze di n, si otterranno le se- 
guenti equazioni 


ab—ra,bpasb—a;b—6, 

2a, b—3Zasb+4a,b—Za,cTa,cpa,c-a;e=11, 
Zasb—6asb4-2a.c—Za:c+40,c=6 , 
4a;b—a,c—6a,e21 , 


donde , osservando che b_4 e che c=-1 , si dedurranno 


25 101 015 205 


= 


Sostituendo questi valori nella (®), si avrà la somma generale della propo- 
sta serie espressa da 


205. 515. 401. 25 
et on tua"taz”" 


(14n)(2+n)(3+n)(44n) 
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CAPO V. 


DELLE SERIE RICORRENTI. 


14. Quelle serie in cui ciascun termine si forma di alcuni dei precedenti 
moltiplicati per quantità costanti date 4,,4,, A3;..., A, in guisa che si 
abbia 

L, =_= Arta TA ;t,-, LAt,3+ see KAntr-m b) 
chiamansi serie ricorrenti: Una serie ricorrente dicesi di primo ordine sem=1, 
di secondo se m==2 , e così di seguito. 
Ciò posto , dalla formola (125*) 
mm_-1), mm_-1)\m—-2 
— a cime) r ia ti=zi-(1--1)"=1 , 


ed insieme dalla (/) dimostrata nel numero 10 si deduce 


(a-ta,nfa, nt... 4a, n)" = 
=mz(atpa (n-1)+a(n—1)t..Pana (A) 


mm_1) 


ua A 2(ata,n—2)+a (n-2)-+...ba,.(n_2)")3t:+ 
EL D) aa (130,08 P.I — 


ì 2.3 
—..ks"(ata,(nt—m}tra,(n-mf+...+a,(nm))a”, 


dove ha luogo il segno superiore per m dispari, e l’ inferiore per m pari. In- 
fatti, per poco che si rifletta, si vedrà che il secondo membro di siffatta equa- 
zione riducesi alla somma di 


mm_1)  mm—1)m—-2) 


—...+1iatanpa,n +... 4a, N" 
2 2:3 ii a i 


(m—- 


con un polinomio affetto inogni suo termine «la un polinomio di forma simile al 
primo membro della succennata equazione (/). 
Inoltre con un poco di attenzione verremo in chiaro della seguente equa- 
zione 
UU A Uni 
(+50 UT UA pet) 
— (5,45 Pedra AT UH 
È $ 
East. para (<P PU) 


ra nem RE "nom 
TI CRT +-u.3, i ceo PUnba 5) 


ne 
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dove i segni si prendono come sopra. Quella serie adunque in cui il termine 
generale è 

t,=(4,4-0 nta t... Fan n° )7, 
ovvero ancora (P) 


- n - - 
t=u 5 "pus +u;3;"+ bili du, 


sarà ricorrente dell'ordine m'°, 
15. Da quanto è detto finora deducesi che per rispetto ad una data serie 


ricorrente dell’ordine m'° 
int; cogla 
nella quale 
tz Alia FA bob e tAntam9 
1.° Se la equazione 


E—-A,ET!IA09?—,..,-A4,=0...(9) 


ha tutte le radici L,3 E, L53---3,, uguali, la espressione del termine genera- 
le coinciderà con la prima delle espressioni (p), e sarà 


Sd IZ,» 


Infatti ove si suppongano le radici della (9) tutte uguali fra loro ed alla z , si 
avrà (166*. 126°) 


e quindi 


donde si vede (14) che la forma del termine generale della proposta serie ri- 
corrente saràla stessa che la prima (p). 
. 1 valori poi delle quantità a5,;, @,3++.; tn si dedurranno dalle m equa- 
zioni 
t,=(ata, +0, +... t0,,)5) 
i,=(a ta 2+a, 224... 4 Ci e, 
t,=(40+43+0,3°+...+4-0,.,37)3! 
3 n (9°) 


t,=(aFamtasmit... Pa, a”, 


30 


2.° Che se la equazione (g) ha tutte le sue radici disuguali , la espressio- 
ne del termine generale coinciderà con la seconda delle espressioni (p) , e sa- 
ranno 


ZTL, SET 4g 


DI 


Infatti in una tale supposizione , si avrà (166°) 


Azz, +43, 4+00P5ny 
A-3t(35,4 0 +5,5,4), 


i valori poi di u,, u,3-.-, u_ si ricaveranno dalle m seguenti equazioni 


t,zu,z, +u,s, P. na -t,,5,,9 
2 
ti=u13,7 bush. US, 
CEC.... 
m ni m 
t,,=U,S, ud, +... Fu,z . 


mu 


(9) 


3.° Finalmente se delle m radici della (9) n’ sieno uguali 
Lig Lay X5) «è + 9Tug 
ed m—m' disuguali 
Basa Das s5 Lg 


il termine generale conterrà due parti, delle quali una avrà la forma dell 
prima (p) e l’altra la forma della seconda, cosicchè si abbia 


100424 Pag LU Uni mono (p'), 
e saranno 
s=t=E =.) Ct) LT 039 + +3 Ir 


Le quantità poi a, 4,3--+3 Gw-19 %19U,3- «+3 Un-n si dedurranno dalle m segue 
equazioni 


t,=(4,p0, +0, +. 4a 3 FU SEUI UnenSmn'9 
L, =(a+a4,2+4, V+.. band)? us ++ Unndnn (g 
ee. eC..... i 


PLL) 


ea Pa,m+a,mi 4. 4g 0" UST UE" men 


16. Tutto quanto è detto finora vie maggiormente si comprenderà ® 


—— T°———_—b6hkhzcgo \--TTE.-E.;-@P-<’’ 
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sì propongano alcuni esempi ; laonde si abbia primieramente la serie 


0, 1,4,12,32,80,..., 


nella quale A,=4 , A,=-—4. Sarà m=2, e perciò la equazione (9) diven- 
terà 
c'-Ax 44=0. 


Risolvendo questa equazione si vedrà che le sue radici x, , x,, sono ambedue 
uguali a 2; per la qual cosa sì avrà (15: 1.°) 


att, 
e le (9') daranno 
(a4-a,)2=0, (at+-a,2)2°—1, 


dalle quali si ricaveranno ì 


1 1 
AT 4° a, ta 


Adunque il termine n°”° della proposta serie sarà 


i 
= (tore 


Sia data in secondo luogo la serie 


0. 0.1.1 5 521 21 

gig. dia °D A° 4° 16716?" 

1 LI i e 
nella quale A,—:1, A,= VO A x Sarà m=3, e per la equazione (9) si 
avrà 

è 1 1 
n Cielo, ne ra 0. 
xa 3°t x 


Moltiplicando i termini di questa equazione rispettivamente per i termini della 
serie 
1,4,40,4° 


a fine di liberarla dalle frazioni in modo però che il suo primo termine non 
acquisti un coefficiente diverso da 1 (207*), essa si trasformerà nella seguente 


aida -4x 4160, 
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le radici della quale saranno uguali a quelle della superiore equazione molti- 
plicate per 4. Ora le radici di questa ultima equazione cercate (208*) fra i di- 
visori dell’ultimo suo termine 16 sono 4, 2, —2. Le radici adunque di quella 
saranno 


1 1 
x,=i, ni” , Ca =—_ > 
Per la qual cosa (15: 2.°) avremo 
f 1 
si, 00 2 sn” 


e per le (g") 


1 1 1 1 1 1 
ut 5 UT 5 u,=0 , Up gut 7 us=0, u + gg us, 


u=—_4,u=— = Sarà dunque il ter- 


; 4 
donde si dedurrauno i valori di u=3) 3 


mine n°”° della proposta serie 


SSTORI E SICICHEÌ 


Propongasi in terzo luogo la serie 
0, 3,—2,23, 14, 87, —90, 
nella quale A,=0, 4,=4, A=—2} A,=—3, A4:=2. Sarà m=5, e per la 
equazione (9) 
x-4x° +2x° 13r-2=0. 
Dei divisori 2, 1, —1, —2 dell'ultimo termine di questa equazione i tre ul- 
timi solamente vi soddisfanno; questi adunque saranno tre radici della mede- 
sima. Posto ciò, dividasi la equazione per (2—1)(x-4-1)(x+2) =x'+2x°— 
—x-2; si avrà 
r°-2x+1=0, 

le cui radici sono uguali fra loro ed alla unità. Da siffatte cose deducesi che 


le cinque radici della superiore equazione sono 


x,=Î ,xt,=1 5 x,=f Rita 5 a=—2, 
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e che perciò (15: 3.9) 


m'=3,3=1,z,=-1,2z,=-2. 
Inoltre le (9‘) danno 
ata +a, —u, —2u =0, 
Aot2a +40, +u,+4u, =3, 
ata 9a, —u —8u, =—-2, 
ao+4a, 4164, +u,+16u,=23, 
aot-da, +25a, —u, —32u,=—14, 


dalle quali si ricavano i valori di a=l,a=—-2,a=1,u-=—2 sia, 
Quindi il termine generale (P') per la proposta serie sarà 


1 -2ntn? 2-1) +(—2). 
17. Le diverse forme sotto cui presentasi (15) il termine generale delle 
serie ricorrenti fanno abbastanza conoscere che la somma generale delle me- 


desime serie può sempre determinarsi da quanto è detto sopra (12) intorno al- 
la determinazione della somma generale delle serie algebrico-geometriche. 


CAPO VI 


DELLA CONVERGENZA DELLE SERIE. 


18. Nella equazione (5) 
st + PL. L, 
supponiamo che » cresca indefinitamente. In siffatta ipotesi o vi è un valor 
fisso s al quale sempre più si accosti $,, In guisa che la differenza ss. addi- 
venga minore di qualunque data quantità comunque piccola, o non vi è; nel 
primo caso la serie 


t,34,,t53-.- (1) 


dicesi convergente, e sarà s il limite della quantità variabile 8, ovvero (130°) 
la somma della serie protratta all’ infinito, cosicché si abbia 


lim. s,=8=t, FL, + t5+... + LP (2); 


nel secondo caso la serie protratta all’ infinito è priva di somma, e dicesi di- 
Vol. III. 5 
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vergente. Prendiamo per esempio la serie 
6 6 6 
DI TAR IBARTO 


della quale sappiamo (13: 1.) essere la somma generale 


Ino 3 
=3 a 


s= 
2+5n 345 


n 


Se in questa espressione si fa crescere n all’infinito, — si accosterà sempre più 
n 


a zero, e si avrà 


ui ou 


lim. s,=s= 


Quella serie adunque protratta all'infinito è uguale a —, e perciò è conver- 


genle. 
Propongasi inoltre Ja serie 


di 5 
a, az, as ,02°,... 


la cui somma generale è (250*) 
s az” 


5 1-2 z_-Î 


sa +az-|az° +azî +... +a2"'= ‘ 


Prendendo 2<1 , e facendo crescere n all’ infinito , si avrà 


e perciò 


In tal caso adunque la serie sarà convergente, e la di lei somma uguale ad s. 


Ma se >1 Al 
az" 
lim. 


Ze 
” 


oltrepasserà qualunque data quantità comunque grande, e quindi niun valore 
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fisso si troverà al quale s, indefinitamente si accosti. La serie adunque in que- 
sto secondo caso sarà divergente. 

19. Abbiamo (5) 


sese, 6] Sn 8a, SLA bn, > SaaS =, 4 la, 2 Sn 
Ora la serie (1) non può essere convergente senza che sia 


lim. s.., = lim. s, == lim. s,., = lim. s,,= 5, 


Onda e IT 


e perciò 
lim. (5, —- Sa, lim. (sn. —5,) AM (8,8 = 2... 0. 
Adunque se la serie (1) è convergente, si avrà necessariamente 


lim. t,= lim. (t,4-t,..)=lim. (6, 4-t., + th) = ...20... (3); 
cioè , o uno, 0 due, o tre, o quanti saranno termini della serie 


Lollis 


cominciando sempre dal primo t,, presi insieme , convergeranno al Zim.=0. 
Vicendevolmente , ove la (3) venga soddisfatta , se ne dedurrà 


lim. s,-.— lim. sa=lim.s,.,—lim.suizi... 


vi sarà cioè in tale ipotesi un certo valore fisso, quale, crescendo n all’ in- 
finito non potrà la general somma s, oltrepassare, e conseguentemente sarà 
la (1) convergente. 

20. Propongasi la serie 


nella quale certamente si ha 


i 


— 20. 
2n41 


lim.t, == lim. 


Ma avendosi 


i 1 1 


= 2n 4-4 +3) FI +3P2)F1 Lat 


{Pi PladpebPhaa 


lele chia 
+anch)pi Fi tnp3 Inps P An1° 
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ed essendo evidentemente 


QMm+1 2143 2nt9 dei inci "in 


perciò sarà 


1 1 
t+ tr tl t .° + aa RT = Sme NESTA) 
4nA1 4 i 


e conseguentemente 


lim. (t, + bis; + tn + DTT al La 1 


Donde si scorge non essere la serie proposta convergente. L’ istesso dicasi 
della serie 


1111 1 
2 P) 4 > 6 D) 8 DI 10 VICINO 
Infatti benchè in questa si abbia 


1 
lIim.t lm. =0; 
FESSO 2n s 


pure essendo 


1 L 
L, Lui ta CCI tici su; est vene 
+ + + + >n LD 3? 


sarà 


l 1 
lim. (£, + Ei + Cia + e. + lx) > 4° 


Ma quantunque le due serie considerate qui sopra sieno divergenti , 
quella peraltro che nasce dal sottrarre l'una dall’ altra , cioè la serie 


1 1 1 1 1 
—_ 3° +37? de gatta 
sarà convergente, la qual cosa agevolmente dimostrasi come segue. In questa 
serie il termine n°"° è 
n. 
TE e 
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e perciò 
C+ ib t = (1 ; =. 
—;ia ue 
Ora 
1 1 1 1 
il gta al n4+2 sa) + 5) 


1 1 
Cazi  n424 i =") s; (3 sl 190) È 
donde si scorge che il valore assoluto di 


lo plar tia ko. 


1 1 
è compreso fl d_-—_.Esi i 
è compreso LTT i ai E siccome si ha 


lim. ( — ) =0, eli —_ — — | =0 
( z) alia n+1 5 i 
si avrà pure 

lim. (Pt Pi +. )20, 


per cui la succennata serie sarà convergente. 
Nella medesima guisa dimostrasi la convergenza della serie 


1 1 i 1 1 
Cptecpitpigtoo 


e delle altre di simil genere , nelle quali cioé, crescendo » all'infinito, e di- 


minuisce costantemente Ly ed i termini contigui sono affetli da segni con- 
 trarii. 


21. Dinotiamo con 
Cabala 0) 
! valori numerici dei termini 
E, 3 lory long lagg ese» (5) 
in guisa che si abbia 


t=XI,, L, Pisani de, +1 9 ln, ar a +23 lu s=1,3, bi 
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Siccome 


L, t lui + Lava + LARE + es 


non può superare 


T,+ E, TP Tra «**) 


perciò la convergenza della serie (4) importerà quella della serie (5) , e con- 
seguentemente (19) ancora la convergenza della serie (1). Ma dalla divergen- 
za della serie (4) non mai potrà concludersi la divergenza della (5), potendo 
benissimo avvenire che sia divergente quella , e convergente questa, come si 
avrà occasione di notare qui appresso (26). Ciò non ostante però se i termini 
della (4) in fine sieno tali che sorpassino qualunque dato limite , la serie (5) 
sarà divergente. 
22. Premesse siffatte cose, suppongasi che il rapporto 


da 
E 


crescendo n indefinitamente , converga in un certo limite costante I. Le serie 
(4), (5) , (1) saranno convergenti se [<1, saranno poi divergenti se !>I. 
Si rappresenti con e un numero non solo <I, ma minore ancora della diffe- 
renza che passa fra 1 ed ?, cosicchè le due quantità /—e, + sieno nello 
stesso tempo che / più piccole o più grandi della unità. Essendo poi 


lim. — =l 
im. Fi 


n 


potrà certamente immaginarsi il numero n aumentato tanto che il rapporto 
T,., . . . . . . 
T in seguito si trovi costantemente compreso fra (—e, ed +e, Im guisa 


che sia 


7] 


Lea 
l-E< <l4:. 


T, 
Quindi 
(IAT, <T:<U+9T, 
(I &)T,.<Tr:<(Ut9)Tx > 
(1-5) T<TusK(P9)T1: ’ 


ee, eC, . +. 


ed a più forte ragione 
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((—-s) T, <Tmx<(1+9)T, ’ 
((-e)°T, <T..<(4eT,, 
(e) T, <Tus<(tbe)T, L) 


Laonde i termini della serie (4) saranno compresi fra i corrispondenti termini 
delle due progressioni geometriche 


T,,((-)T,,(l(-eYT,, ((—s)7,,... 
T,,(#3)T,,(+eT,, (4-5)?7,, 


Ora queste progressioni sono (18) ambedue convergenti se /<1; sono poi di- 
vergenti se />1. Lo stesso adunque dovrà dirsi della serie (4), e conseguen- 
temente delle serie (5) ed (1), le quali perciò saranno convergenti o divergenti 
secondo che I<, ovvero DI. 

23. Nella serie 


2 33 zi 3" gi 
als’ ana * agg n° 2.34. (Fi) 


comunque si prenda il valore finito z, sì avrà 


; 4 i 5 
lim, — elim. — =0; 


T, n+1 
e perciò essa sarà sempre convergente. 
Dippiù nella serie 
1, 25,32, 42... na, (n-41) 22,.... 


si ha 


ak È 1 ” 1 

lim. — =lim. CRE z=lim. (+ =) i 

T, n n 

quindi essa sarà convergente se s<1, divergente se 3>f. 
24. Se si avesse 


. nR+I 
lim. ==1, 


ti 
"pp 


non se ne potrebbe concludere la convergenza della serie. Infatti nella serie 


1 11 1 1 


_r—m 


28049 (nei ad 
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essendo 
2] 
Ti, dI ur ip leg 
= 2 (——— sara lam, == 
PF 1 1\° T 
nt n a i 
n 


e pure essa è convergente quando c>1, ed è divergente allorchè e=l , Ovve- 
ggiungo. 


ro <1 : la qual cosa si renderà evidente pel teorema che quì sog 


25. Supponendo T>T,>IT:>T>. 3) le due serie 
Pd. doi Erg vs 05 


OT_AT, 8T,, 108 peo (1), 


saranno insieme o convergenti o divergenti. Imperocchè nella ipotesi in cui ci 
troviamo possono stabilirsi le seguenti ineguaglianze 


4T; <2T,127,, 
87, <2T,+27,427, +27, 
167.,<27,+27,+27,,+27,,+27,,427,,421,+21,,; 


dalle quali sì scorge essere la serie (7) <2 (6). Similmente avendosi 


2T,>T,+7T,, 
AT>T+T:+T,+1, 0) 
8T,>T,4+T,+T,4+T,+T,,+T415+1, Pi 


si vede essere la medesima serie (7) > (6). La serie (7) adunque sarà com- 
presa fra la (6) ed il doppio di questa, per cui resta dimostrato ad evidenza il 


teorema sopra enunciato. 


26. Adunque le due serie 


a seconda non è altro che la 


saranno insieme o convergenti 0 divergenti. Ma | 
progressione geometrica 


gie î Pa” gio), n 0007 
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la quale (18) è convergente se c>1, divergente se c=1 , ovvero <A. La pri- 
ma dunque, come dicemmo sopra (24), sarà pure convergente ove sia c>1, 
divergente allorchè c=1 , ovvero <1. 
Vedemmo inoltre (20) che la serie 
1 1 1 
a Sg gra 
é sempre convergente. Adunque dalla sola divergenza della serie 


‘GIRARE ST DO SET 


4 


non potrà arguirsi la divergenza della serie 


talstblkbesz: 


CAPO VII. 


DELLO SVILUPPO 1N SERIF DI ALCUNE FORMOLE, 


27. Premetto le cose seguenti : 
1.° Abbiamo (124*.131°) 


a 4 i a mia? ; 1 na È 1 { 2 
(1+2)" =l+mx 2 =) ia 2.3 m ( "tn +.| 
(i), 


na sica mel, 1 pe s4i ivi 
((ae=ttnrt (147 ala mf te 


nelle quali formole supponendo che, mentre il numero intero n converge al 
lim.== 0 nel tempo stesso che x converge al lim. =0, il prodotto ma con- 
i verga ad un limite finito =z, i termini dei secondi membri continuamente 


si accosteranno ai termini della serie 


: z2 gi 

BR 
Questa serie poi è convergente (23) qualunque sia il valore finito di . Posto 
«dunque che abbia luogo la equazione 


lim.(me)zz... (i), i 
6 


+01. 
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si avrà pure 


pes - 
a 
_— 


lim.(14+0)"—=lim.(1-a)"=145+ > + 373 dra 
2.° Suppongasi il numero 4 compreso fra m ed m+1; sarà 
Re: pf 1 
m<pu<m-+4 , e quindi 1< n <A4+ Su 
(] 


per la qual cosa , convergendo m e pal lim. = 0 nel tempo stesso che x sì 
accosta al lim.—0, se il prodotto ux converga ad un limite finito=s, in guisa 
che sia 

lim.(un)=z... (83), 
senza alcun dubbio avranno luogo altresi le formole (i,), (î.). Ciò posto , 


siccome 
(7A 


È Re 
(4a) =((1+3)) (ar=((197, 

e conseguentemente 
lim.(1+2)f==lim.(1 dl, lim.(4—2)#=lim.(1—-2)", 


perciò nella supposizione in cui siamo, sarà eziandio 


2 


lim.(4 saf=lim(1—a)=145+5 + 3; +e (i) 


3.° Soddisfacendosi alla condizione (i,) col porre 


poiché in tal caso si ha costantemente ux=3, avremo 


lim. (i pafatim ian it) 
im.(142)=lim.(1_2) 14+2+ 5 tor Fasc (da) 
dalla quale, ponendo =1 , si otterrà 


1 
14... =2,718281828 ..., 


lim(1+2)F=lim.(1--2) =1+t soa 


la qual cosa fu per noi in altra guisa dimostrata sopra (4). 
4.° Rappresentando, come nel citato numero 4, con 6 il numero 
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2,718281828..., cosicchè sia 


lim.(1+x)-=e =lim.(1-a)T?, 
sarà 


lim.(1+a)=e=lin.(1—-a)T3; (i). 
e similmente ove alla condizione (#;) si soddisfaccia 
lim.(1+a)f=e=lim(1—x)}F. 
9.° Si accennò eziandio nel luogo citato non potersi il numero e ascri» 
vere fra i numeri razionali: ora ciò può dimostrarsi nel modo seguente. Se 
i ; ; h ; 
il numero e fosse razionale, esso potrebbe certamente dinotarsi Ceno, , espri- 
di 


mendo 4 e k numeri interi primi fra loro. Ciò posto, si avrebbe (3.9) 


h 24 1 1 Sh i 
ia taste tana ta) 


4..., 
e fatta la moltiplicazione per 2.3... k, 
2.3...(i-1)h=2,2.3...h43-4..k44.5 ep 41 
+ ° i + ici + 
IH (+14) * (nia, + 
7 li 
Dal che chiaro apparisce non potersi il numero e rappresentare con 7 ove non 


sia la somma della serie 


i 1 1 


k41° (k+1)(k+2)” (+1)+2)(+3)" 


uguale ad un numero intero. Ma siffatta somma perché maggiore di zero, e 
minore di tutta la progressione geometrica (250°) 


1 1 ES 1 
k4-1 + ((+1)° (k+1) 


1 
+ asa 


| Ron può certamente agguagliare un numero infero. Adunque ec. 
6.° Prendendo m ed x in guisa che si abbia costantemente 


me=z... (6) , 
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le formole (©) si muteranno nelle altre 


z 5° 1 n° 1 2 
1 t— % ESA a (SAAS Siria de n 
CRE +3 (1 L) +5(1 SIC DIE ( 

5 %, 
lane ee) e 
ani ei 2 n 2.3 m Ca cada; 


dalle quali manifestamente deducesi 
= o" er — 
(14) <it:+3tggto <123) P 


Quindi sotto la condizione (-) sarà (3.9 4.°) 


(1+Paf <e<(1—-2) 5, 
(CS 


I I 


(14+2)} <e<(f-2) *. 


‘7.° Dinotando con /’ i logaritmi relativi alla base e, cioè i logaritmi iper- 
bolici, la seconda delle formole (î,) somministrerà 


“(14-2) Pra Alora Î 
x x 


race (L).( 


28. Premesse tutte queste cose, vogliansi svolgere in serie le quantità 
esponenziali e°, a”. Per rispetto alla prima abbiamo (27: 3.° 4.°) 


e conseguentemente 


e1bzt — 4 — +.e(i 

2 2.3 + ( ca) 

per qualunque valore finito si attribuisca alla variabile z. Sostituendo poi in 
questa equazione zl'(a) a =, ed osservando che a=e"!?, ed a'= e, otter- 


remo 
2a) 2a) 


a'=142l'(a) + io nei 53 ...(81:)» 


Quindi 1.° esprimendo c un numero costante qualunque, si avrà 
di car 0525 È 
eitet —+t_—_ rt. 
ATA 
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donde 
e 1 è cz cÙ 
aa tg tagrte: 
e convergendo zal lim. =, 
ec 


2.° Posto 2=/(v), e perciò 
ezl'(e=el'(v), l (e)=l0), ev, 
sarà (1.°) 
lv 


4 1 A 5 
lim. —<=lim. < —0. 
e ci 


3.° Poichè , convergendo £ verso il lim. =0, può v esprimersi perg; 


perciò 


Si 
Ta 
Î 


ae =et), 
Be 


e conseguentemente (2.°) 
lim.—-Bel'(8)}=0 
29. Vogliasi eziandio svolgere in serie /'(1+x). Fatto i covo si sup- 


pone x convergere al lim.=0 mentre in si accosta al Ha =% sarà 14-5=1+mx, 
è quindi ( (44%) 


+2xr 1+3x 1pma 
"A+2)=/ È 4 
( (14+2)+/ (CE DÌ #(( +2x ot "(s) 
Ma 


1420 a x FESSL, x 1-Pma A x 
ta +47 142 1420" 14 (m_—-1)x ii 1+(m_1)a" 


Ita x 1425 i ela, co 
14257 142% 1435 14-30) "*" dpma 14m? 
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e perciò (27: 7.°) 


dele (Hai e 


143x 
"(FEE )= "(4 tr mor < 14% ca 


v 1-4-ma mr x 

(TER m_1) :) = n tiFacik 1+(m—1) vi <Tilia ie 
(TO) 
(7° > od 

(35) 

(35) > abba 


"ema) = nek 


EP 2A mn 
Inoltre 
l'(14+x)<x, ed insieme /‘(14x)=/' 
1 La 
Adunque /'(1-+5) sarà compreso fra le due serie 
x XL 


x x x 
“trat 14+2x Ret 1+(m—-1)0° ito t 1+2a TA 14ma' 


delle quali la differenza è a— n : e poichè il limite di questa differenza 
ma 
cioè 


Li x li m li 2 
{(a-_t_ }=lim-_— lm. = 
MA ET Lima n m(14+ma) | m(143) 


saranno i limiti di quelle due serie fra loro uguali ; per la qual cosa si avrà 


l'A +zìali x x x ) 
valzlim | vi a tipa +i;moa) 
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Ora 
i Apr g 4 . 4) 
ita 2 


; + i) 212 3,3 
pda SII 2x42 e°-Dia +...), 


XL È 
1535 =a(1-3r4+3x—355° 4 . Sr 


EC. eC.., 


Dei =x(1 (MA)L+(m1f2—(m_1)"r°4 To) 


Laonde 


IA +5) =lim.(me—(1 +24+3+..4(m—-1))22+(1 +2243°,. ‘+(m—-1) e 
—(1 +2°43°+...+(M_1)})20!4...)= 


1 1 
chim.(5— ge (1+24+3+..+(m—1)224 gi 14484 (1) 
1 omo ; 
vas: mo (14+2+3" +... (M_-1) 4.) 


Ma(251*. 8: 1.020) 


1 1 
ki ea DI ge prastroriine]i 
im ge (1+2+34 +(m 1)) 3” 


1 1 

li da 3 È (00 — Bic 

ite 3 (1+2°43%4...4 (m—-1)?) 9? 

li : 142543". 1) i 

mm. — Ù Lim 1}. - 

Mo a (14+2%4-3%p...4(m—1)}) 7 

ec, CC,,., 

ed in generale 

Li i 1 3 dr 1 ") 1 
ea (142"+ +...+(m_1))= ni 


Adunque 
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la qual serie è certamente convergente da 3 >—{ fino a z=1, lo che agevol- 
mente può rilevarsi dal detto nel numero 22 , e dal terzo esempio proposto 
nel numero 20. Posto z=1, sarà 


41 1 1 
'Q)=1—- 9 + 377 e SPRTITIETEO 
30. Abbiamo (7*°) 
I(1+2) mer FA 
I) = 5): 
perciò (29) 
pi i ; 
1+2)=I(0)(— > Jil) 


nella quale formola sostituendo PELO si otterranno le seguenti altre 


zi EI 2° 24 
4 3=MM+ (It 777,0 
ii (. 27 gle gli È ) ? 


Di 4° 4 
s [ai 


5 5 
l'EP +e: 
(42004 ap tarato 


(i) 


Pe, 


che saranno certamente convergenti da 7 >— 1 fino a7 iù 
Ù (1 


31. Lo sviluppo in serie della formola (1+2)", nella quale m rappre- 
senta un numero intero sia positivo sia negativo, già fu per noi contemplato 
nell'Algebra (124.* 125.* 131*). Esprima ora # un qualunque altro nume- 
ro, in guisa che sostituendo x in luogo di m abbiasi a svolgere in serie la for- 
mola (1+2). Dalla definizione del logaritmo di un numero si rileva essere 


d+o=el; 


sarà dunque (29) 


(1 afgana 7t7 TT Dl, 
e quindi (28: (#,,)) 
PRE P, e TE 
(1+af=l+eG— + gatta a t371 
4 2 3° 34 : 
gg 
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Ora la serie 


283 na 

di Lt 7A bee 
conserva un valore finito (29) da z >—1 fino a zi. Adunque per riguardo 
aquesti valori di z, sarà 


2° 34 n° 1124 
14) = =. i+) ala dC... 
(1+2)"=1+4(2 +tg7gte)4 gl be edi 


anta agg a 


3 HE 
sn EL) 


ovvero 
(ut), Ruiu—2), He1(-2u—3) 1 
=f 44 ly, 
CR e gg A 


del tutto secondo la nota legge (124°). 


CAPO VII 


DI ALCUNE OSSERVAZIONI SOPRA LE SERIE IMMAGINARIE. 


32. Le due serie reali 


Aa) A,,4, 345 geeo 
n) 
bo, b, b) b,, bi yes 


si suppongano convergepti, e con 4, B si esprimano le rispettive loro somme 
(18) ; sarà A+B V—=î la somma della serie immaginaria 


ab 1, a,+b,VZî, a Fb, V=1, as4-b;V=T,... (9), 
cosicché si abbia 
A+BV—i=(a,+a, ba -+a;+... )H(dot- di +0. +6; +. IVI. 


Nella ipotesi in cui ci troviamo, che cioé le serie (9) sieno convergenti, la se- 
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rie (9') dicesi convergente: che se ambedue le (9), ovvero |’ una o l’altra di 
esse è divergente , lo sarà eziandio la (g’), la quale perciò non avrà somma 


veruna. 
33. Ponendo 


i rr nni Coca RO e da " 7 
Vas tie ==%g3 Va+o, a) Va +4) 


come ancora 


do a; a, 
e Ne 9 TEM — EM 
Lo Ki, di 
bo b, b, 
zh nai A; “a À, (9 
do a, x 


la serie (g’) potrà rappresentarsi a questo modo 
p "= a” n p VANTI] ti 
tolo PAN 1), di (Me FAVA), &(0+A V1) e (99). 
E poiché ciascuno dei numeri 
(RIE E e 

è evidentemente minore della unità, quante volte la serie 

do 3 Ugg 
sia convergente, lo saranno eziandio le serie 


TUTTA III PERI ICEZEE 
Gdgg djg ddr 


perché queste da quella non differiscono per altro che per una diminuzione 
in ogni loro termine. Ora se queste serie sono convergenti, anche la serie (9) 
sarà (32) convergente. Quindi se la serie 


Co) Arg Koge. 


2 


e convergente, la (g'), e conseguentemente ancora la (g') sarà convergente. 
Adunque (22) se 


lim, fe = 


x 3 


Ù 


al certo le (9"), (4°) saranno convergenti. Che se 


$ Cain. 
lim, -—>1I, 
ari 
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il termine x,, crescendo » indefinitamente , Sorpasserà qualunque dato limite: 
e perchèa =va, +57, crescerà altresi indefinitamente | una o l’altra per lo 
meno delle due quantità a,, 6,, e saranno perciò divergenti le serie (9"), (9°). 
Le quantità positive 0,,4,,%,,... diconsi moduli delle corrispondenti 
espressioni immaginarie. 
34. Se la serie 


do) 45,3 03,543; 


ui 
dal fin quidetto, che essa sarà pure convergente per quei valori immagina- 
rii di 3 il modulo dei quali, prescindendo dal segno, agguaglia quel valore 
reale. Adunque se la predetta serie è convergente per qualunque valore reale 
della variabile z, lo sarà eziandio per qualunque valore immaginario della 
medesima variabile. 

35. Quindi si deduce che le serie (è,,), (€,,) già dimostrate sopra (28) 
rimatigono convergenti comunque si prenda la variabile 5, reale cioé 0 imma- 
ginaria : lo stesso dicasi delle serie (è;), (€) fra i debiti limiti. Pertanto 
se nelle equazioni (i, ), (i, ) sostituiamo 3V-1 a 5, otterremo 


e convergente per un certo valore reale da darsi alla variabile 2 , apparisce 


e == agg de gg dla 


sa 2l""(a) 2'/(1) sta MO) gr 
a ere) “gg te)Val 


Ora se nella prima espressione sostituiamo la) a 3, il suo secondo membro 
diventerà identico col secondo membro della seconda espressione, e si avra 
perciò 


evi gs. î (9!) , 


come per gli esponenti reali. 


36. Abbiamo inoltre (27: 1.9) 


donde 


# 1 23 Ne 
vu, genti, {14 — (evzibevzi= 5) V. 
Ei o lim \ + 1! V—1-+4'V * ) 
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Ma 


— 


lim. (142 v=i4e zi E) ) im fuu(avzevzi + 
+3 (1-3) (vzviZ) + 
+53(1-2) (1-3) Carene RE: i = 
(157 Sil) (c+-5 usb dl + VT ie) 


Adunque 


esvr!. evo! = ele, er (97) ; 


e sostituendo 2l'(a) , 2'l'(a) in luogo di 3, 2°, si avrà (35: (9‘))) 
dee ea 
come per gli esponenti reali. Quindi manifestamente derivano le 


ev. eve, etti, Da lato" + vr 


(971) 


al! al al: A a+" + vr 


qualunque sia il numero n degli esponenti immaginarii. Laonde supponendo 
ge=y'=3' =... sarà 


n 


n 
(e e, (a) av, (98). 
* 


Finalmente nelle (9”), (97?) ponendo 2—2"în luogo di z, otterremo 


vzt svzi 
el 
— 


$ loud onhi —_ (913). 


e VEL ave! 


CAPO IX. 


DEL RITORNO DELLE SERIE. 


37. Allorchè si è ottenuto la espressione di una quantità u mediante una 
serie ordinata secondo le potenze di un’ altra quantità 2, può rovesciarsi la 
quistione cercando la espressione della quantità z per una serie ordinata se- 
condo le potenze di u. I problemi di questo genere formano l’obbietto del ri- 
torno delle serie. Noi esporremo primieramente il metodo praticato da New- 
ton nel risolvere siffatti problemi, e che troviamo descritto in una delle sue 
lettere ad Oldembourg. Propongasi per esempio la serie 


7 


55 23 5 
us agtaz4s 2345.6710" 
ossia 
Lei zi 5? 
uz— — + dra si 


6° 120 5040 


se si potessero da una tal serie eliminare tutte le potenze di z, eccettuatane la 
prima , si avrebbe evidentemente il valore di 3 espresso per w; or ecco in 
qual modo si perviene ad ottener ciò agevolmente. Formisi in primo luogo la 
terza potenza di u; sarà 


iu 1337 
U 25° — 2 n 120 €.) 
donde si ricava 
23° 132° zu zi 1327 
KS) Za — — — ———— e 0.0» 
= not = 137720 + 


3: 
” 


6 


x Ln 1 1 È 13° 1 È. 
+5" (Gm #+ (720 5040 dal 


e riducendo 


Sostituendo questo valore di — nella serie proposta , otterremo 
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Formisi in seguito la quinta potenza di w, cosicchè si abbia 


z = 57 
uz — +... , 
6 
e quindi 
2? [i LUI 


zi—u rene) ci CE e __— Sreeninio; (Già a RE 
+3 °° 40 40 ? 16 


RE Lala 2 
Sostituendo questo valore di 0 nell’ ultimo risultato , troveremo 


ovvero ancora 


u Zu dz” 


teta = nat 


Ora essendo w=z2" —..., avremo 
ui Bu 5u 
Up P—+PI—° + 34. 
+6 t 40 +12 + 


Eccoci pertanto giunti allo sviluppo di = in w spinto fino alla settima potenza 
di questa quantità , ed egli é evidente che il metodo per noi seguito a fine di 
pervenirci è tale da potersi continuare agevolmente tant’ oltre quanto si vor- 
rà. Calcolando due altri termini di an tale sviluppo si otterrebbe 


u°  Zui Su 3540 63u' 
torti tiG+tTm5;+350r + = 
6 * 40 * 112 * 1152 + 2816 
Quaptunque poi non veggasi a primo aspetto la legge con cui nei differenti 
termini della serie procedon6 i coefficienti e i divisori numerici, nondimeno 
essa si farà chiara col decompurre questi nei loro semplici fattori , cosicchè 
si abbia 


_ ui Zu} 3.5u° 3.5.7u? 3.5.7.9u' x 
tags ta4s t24677 24089 1246810. + 
38. Questo esempio basterebbe in qualche maniera a far conoscere lo 


spirito del metodo adoperato dal Newton ; noi pertanto noteremo che ove si 
avesse 


uzapbs4ce34d3"4+..., 
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bisognerebbe per più di commodità, trasportare la quantità @ nel primo mem- 
bro, e porre «v—a=v, ciò che darebbe 


bs +es°4d2°4..., 


ed il risultato procederebbe in questo caso secondo le potenze di v. Senza una 
tale precauzione ciascuna potenza di producendo nuovi termini indipen- 
denti da 2, per il primo termine dello sviluppo che si cerca si avrebbe una 
serie indefinita di siffatti termini. 

Inoltre, se la serie proposta non contenesse Ja prima potenza di 2, non 
potrebbe ottenersi che il valore della più piccola potenza di questa quantità, 
e per conseguenza dal risultato farebbe d’uopo estrarre una radice di quel 
grado che è segnato dall’esponente di una tale potenza. 

Dippiù, uno dei vantaggi i più degni di considerazione di questo metodo 
è il condurre direttamente alla forma della cercata serie. Sia per esempio 


as pbo4ezi4 ...: 


da questa bisogna primieramente eliminare 2° ; ora per far ciò si dovrà in- 
nalzare v ad una potenza tale che il primo termine contenga 5°. Supponendo 
che a siffatta condizione si soddisfaccia per lo sviluppo v° = a” 3°"%..., 


dovrà per conseguenza essere 2m—3 3 donde m= —. S' innalzerà dunque la 
2 
serie che rappresenta v alla potenza del grado 5» ciò che potrà farsi comoda- 


mente dando alla medesima la seguente forma 


2; sa N. 
ves (a4bz4e4 ...), 
e si troverà 
3 3 3 


e —a? + = ba? gi Cu cerro 


Mediante questa equazione si eliminerà 5* dalla serie che rappresenta ©, nella 
quale per conseguenza non rimarranno che le potenze 5°, 24, e le altre a que- 
ste superiori. Innalzando poi v al quadrato, si otterrà un risultato che ser- 
virà alla eliminazione di 24. Una tale operazione potrà ora continuarsi senza 
la menoma difficoltà anche quando faccia d’uopo innalzare il valore di v a po- 
lenze fratte, 

La quantità espressa per v potrebbe essa stessa rappresentarsi con una 
serie ordinata secondo le potenze di «; altro per questo non dovrebbe farsi 
che ordinare gli sviluppi delle diverse potenze di v per rapporto ad w per pas- 
sare così dalla prima di queste quantità alla seconda. 

Finalmente , se si avessero due serie della seguente forma 


aa LI LL a 
lele LS 
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si potrebbe con lo stesso metodo trovare lo sviluppo di v in w, e vicendevol- 
mente. Infatti se si volesse lo sviluppo di v in w, si troverebbe per mezzo 
della seconda serie il valore di z in w, e questo si sostituirebbe nella prima 
serie. Il risultato di una tale operazione non conterrebbe che il quadrato e le 
potenze superiori di z. In seguito si eleverebbe la seconda serie al quadrato, 
donde dedurrebbesi il valore di 2° espresso per w°, 2°, 2*, ...., e si avrebbe 
così il mezzo di eliminare 2° dal risultato precedente. Continuando in siffatta 
guisa, si farebbero sparire successivamente le diverse potenze di z. Dalle quali 
cose chiaro apparisce che un tal metodo è quello stesso di cui si fa uso ordi- 
nariamente nella eliminazione (152*), con una differenza però, che ove in 
questo s’incomincia dal fare sparire 1 termini nei quali si trova il più grande 
esponente, in quello 5’ incomincia dai termini in cui l'esponente è il più 
piccolo. 
Ecco pertanto una formola generale la quale in se comprende tutti i 
casi, dove gli esponenti delle potenze di z formano una progressione aritme- 


tica. Sia 
u—k+az4+ 02° 402) 4-dz' 4024... 

Trasportando & nel primo membro, e facendo per brevità u—k—v, si avrà 
v=az4b2"4c23 44244024... (1). 


Calcolando i valori di v°, v°, ©4, . . ., potranno successivamente eliminarsi 
le potenze 2°, 2°, 24,... come si è fatto pei precedenti esempii, e si troverà 


1 b 2b—ac . 56b°—5abc+a°d , 
v + 


z=- v—- 04 ——— v— 
a a È a’ a’ 
140:—21ab?c4+-6a°bd +3a?e°— ale _ 
+ e id 


{1 


39. A questo risultamento può giugnersi eziandio per mezzo del teorema 
dimostrato nel numero 9. Infatti supponendo 


z—Av 4+-Bv 4 C+ Dv'+Ev+... (2), 


si calcolino i valori di 2°, 2° ,2', 2°, . . -, e si nolino i risultati come qui 


appresso 
2°=A°0°+-2A4Bv°+24Cv* 4+24Dv +... 
+ Bo +2BCv +..... 
su... Aîv'+34°Bv43A4°C0+...+ 
+34B°v+..... 
2a le dala ce AMTAA BI. 
cs Deal E Aîvî +... 
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Sostituendo questi valori di z, 2°, 25 3--. nella equazione (1) si avrà 


o=4Avt aBv 4 aC04  aDv'+ aEv 4... + 
+IA°0° + 2bABv° + 2040004 2DADO'+ ..., + 

+ bB’04+ 2B00+.... + 

+ cA'v+3c4°Bv'+ BCACV4 .... 
+3c4B+ (...4 

+ dA'v'+444°Bé+ .... + 

+ Ri 

PRIMARIA 


ossia 


O=(1dA-1)v4(aB+ DA")0” +(aC +20 AB4-cA")v3 4. 
+(0D+254C4+6B°+3c4°B+dA*)vt+ 
+(0E+204D420BC+3cA°C43cAB° +.4dA3Bpe4:)v: Posi 


Ora questa equazione essendo vera per qualsivoglia valore di v, dovranno (9) 
necessariamente aver luogo le seguenti equazioni 


aA-1=0, 

aB+bA°=0, 

aC+20AB+cA°=0, 

aD+20A4C +bB° +3cA°B +d45=0, 

AE +20AD+20BC+3cA"C+3cAB?44dA"B+c45=0 3 


ee. ec... 
e quindi 
1 
A= al 
ò 
——=—— 7» 
a 
: 26° —ac 
G= = 9 
ra 
Dea il 
È 
E 1465*—21ab°c+6a"bd+3a?c°—a'e 
Vi = o TLT 


ec 
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Sostituendo questi valori nella equazione (2), si tornerà ad avere come nel 
numero precedente 
b 2brac 560° —Babe+a°d 
3V + 5 è ———_——__ + 
a a’ 


1460*—21ab"c+6a°hd +3a"c°—a'e | 
E, e AZ), 
a? 


la qual serie si trova allungata fino a nove termini nella seconda edizione 
della Trigonometria del signor Cagnoli alla pagina 46. 
Sia per esempio 


#% 


Z° zA Fal 


u=145+ 5 tatti 
nella quale u=e' (28:(?,,)); sarà ezu—1, ed 
LI L 


azi,b= 5, = 39 ER STASI 


donde si dedurranno 


1 1 
Act; B=-i; (=, D=—7, E= 
4 


à 


LT hd 


e quindi 


(u—1) (u—1) SAR, (ult) 
ag 7 5 


s=l'(u=u—i — 


Ora sostituendo in questa formola 1+u in ]Juogo di u, si otterrà come ne! 
numero 29 


5 


ui 
U(i ec helena 
(OR 
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CAPO X. 


DELLE FRAZIONI CONTINUE. 


40. Ove una data formola riducasi alla espressione 


essa dicesi trasformata in una frazione continua. Quindi si fa noto che una 
frazione allora chiamasi continua, quando il suo denominatore è composto 
di un numero intero e di una frazione la quale ha eziandio il denominatore 
composto di un numero intero e di una frazione, e così di seguito. 

Il metodo esposto nell’ Algebra (216°) per avvicinarsi al vero valore 
della incognita in una equazione numerica di un grado qualunque prescrive 


che si faccia successivamente 
1 1 1 1 
XZ44 — , y=b4 == YSCH E Yy,2d4 —3 0 + *3 
y Yi VA Ys 
dove a, bd, c, d,... esprimono numeri interi immediatamente inferiori 
al veri valori delle quantità €, y, 4,,Y,,---: ora se nel valore di « si 
pone quello di y, si avrà 


€ di nuovo in questa formola ad y, sostituendo il suo valore, si otterrà 


i 

a=44 1 
ri 1 
dt 


Y. 


+ 
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e così appresso. Conseguita da ciò e dal detto in principio di questo numero, 
che quella parte della incognita x che è minore della unità, e che deve ag- 
giungersi alla parte intera a immediatamente inferiore al vero valore della 
medesima 2, è in quel metodo rappresentata per una frazione continua. 
41. Premesse queste cose, propongasi a svolgere in frazione continua la | 


formola 


2 
+1 | 


5 
x 


supponendo in essa 2, tale che sia 
GG 
= — 3 
x(x41) 


Lupa da 0 


5 Zi 


«pa . # gs 7 XL 
Moltiplicando ambedue i membri di questa equazione per ——, avremo 


a+ 


XI, x Bas 
co CO (041) 
dalla quale, ponendo 
CZ -» C5,,3 
2 =7,e perciò —-— =4. 
ca, Co p (24 1)2.. < b) 
si otterrà 
1 Lt +1 € 
— = £ , donde &.= 5 
@ c + 
e conseguentemente 
c c c 
Ta e L41440 Lap 04-24-43) C3= L4344 g°°°” 
Per la qual cosa, sarà 
Cr, 
{= -—= = c 
ie 2-7 xt c 
x+1 + DE) c 
2 c+3 +... 
e quindi 
Îua —_ È 
sat x P 
Z, x c 
xk 1 + —,- € 
xt+2 + 


42. Prendendo per 2. la serie convergente (22) 


c3 
1 tal “ai E 2.3x(e+1)(2+2) + 


e perciò la 
e Tvai c3 
ip bora, I ( 
ti +1 t 2e-4+1)x+2) Li 2.3(0-+1)(2+2)(x-+3) E 
per 3.) rimarrà soddisfatta la condizione (o). Infatti noi abbiamo 


2 


0 det LEFIAVI + 


Ln 


a (1 urto tes Pe ). 
Ma nella ipotesi in cui ci troviamo , si ha 


€ e 


Tantzeg to = 


Sarà dunque 
c 


seri) è 200 


5 Za 


E 


Quindi 


ce” 


di 


1 ———r tai 
bi” chi 2x(a+1) Lù 2.3x(e+1(2+2) pi 


i dii 
Ora si ponga x= 3? Doi avremo 


ia 4c 4° c? È 4° $# 
23 tas sstazasonto | 


= 77 4 
4°cÈ 15 4c 


I 4c 4° 
ta tasatazioo + 


2.3.4 
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è 
i 


e facendo in questa formola 4Ac=— = e moltiplicando la equazione che ne 


è Vv. 
deriva per —, Sl otterrà 
u 


v v' v° v7 


mr Tra RAI "sd 

illy lc Tag og 

— 5 0 2.340 2.3.4.5.648 "but 
Une 


43. Riguardo al secondo membro di questa equazione osserviamo nella 
ipotesi di v ed u numeri interi quanto segue: 
4.° Essendo nella serie 
vi vo 0 
3u? du? Tu” 
il numeratore per tutto lo stesso, ed i denominatori crescendo all’ infinito , si 


perverrà ad un termine 
2 


v 
(2it1)u nà 
e la frazione continua 
v È 
Q2+1)u— v? 
Ct pae 
(Qipo)u— ... 


RT potratta sarà <1. 
.9 Questa stessa frazione indefinitamente protratta converge verso ul 


Ma « irrazionale. Infatti se & fosse un numero razionale, esso certamente 


potrebbe rappresentarsi dvb, dinotando p, g due numeri interi; e prese 
q 


delle quantità indeterminate , r',r",.... tali che sia 


r v° 3 
<a v 

PO GF Gra. 
r! v° 5 

sa 


esa v 
IT Riti)u ——q 
VIE el 


63 
si avrebbero le seguenti equazioni 
P__ 0° TT v? pl si pi 
PRIMI? Ritmi Giga © 
e quindi 


r=(2it1)up— vg, r'=/Vt3)ur—vp, riti), ...; 


i rumeri cioè r, r', e, . .. . risulterebbero interi. Perla qual cosa, doven- 
do essere (1.°) 


af II 
qopor>roaro> ..., 
se a fosse razionale, si darebbe luogo alla seguente serie 
COSI SE A ET 


che per una parte non mai s' interromperebbe, e che per l'altra tutta si 
comporrebbe di termini interi, il valor numerico dei quali continuamente 
decrescerebbe. Ma ciò è affatto impossibile. Adunque ec. 

3.° Conseguita da ciò che la frazione continua 


U — — v 
dum A 
un — »v 

ÙU —— — 


us 


vi 


indefinitamente protratta , deve annoverarsi fra i numeri irrazionali. Poiché 
Se per esempio si supponga 22+1=7, si avrà 


Met na v? 
Tu — 
UU... 
e quiadi, facendo 
v° v° v 
MZZANCOA | pf tif 
0, ij lea . 
2 LU tti 
AUT 9. Suo a ua 
sarà 
v ® U w 1 
gii pren v —_ v' go E Co 
ua! {ga fo n et n. 
du—a du — dun 
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irrazionale, perchè dipendente da a che è (2.°) irrazionale. 
44. Riprendiamo ora la frazione continua 


a' Hi 
Li DES: per 
b'+ bi! di ar 
Tr SJ 


e perchè si vegga come il suo valore possa esprimersi nella maniera ordina- 
ria, terminiamola gradatamente alla prima, alla seconda, alla terza , alla 
quarta frazione, ec. ; noi avremo 


a 
FI, ” 
a ESE alb! 
b' + pi V'v'Fa° 
(O NIFRILI Pall 

di ella 
b' + xi n ql!! (bb +u!")b"'A-b'a'"' > 

pù 
a' " (a' bb 4a'a'")brt-a'b''ar” 
— , @ sp 
b' + Ti al'' sa (Opa PILL +- (664 at 

tu sede, 
dj + him 


ec. eC. è. è » 


Se dunque facciamo 


A =d', bu =V, 

A!” A! $ DB' — BR!!! +a" 4 , 
AUZAUY 4 A'a!'', B'U=B''" +-B'a!"' s 

AVA ""br4+ Ala! , pir=B"'lr+ b"a!”, 

ec. ec. . + + ec. ec. . +» 


AL = AM9DID+- AMD) , ped pie A Bal), 
AR ASI + A(92)a0) a Be Bevi + Ba d 


sarà 

a Ad, d'a si HE a Al 
sireticonie vg preee, U Sas, dl =, 
h' Do hi LD. 19 Li ir tu IITAAAGA Nn ui uri 
vB b'47a B"° hh ai B ug sr B 

b!!' b''-| 4 
bt... 
al) 


45. Eliminando bl dalle due equazioni 
AN AO 4 ACglo), BO) Bir-3)}(0) 4 Blr-s) gle) : 
avremo 
A BOIA 0-3) BO) _ ale) Ale) pins) 4 al) Ale) pins ù 
donde 
4° BO AMBI) gli(Al0>) Bn glo) pin), 
Ora noi abbiamo 
pri " 3 
A'B'' — A" p' =="; 
perciò 
u più t sia li uU pi \__. 
AÙ B!'' — 4A! gu =—0'"(A' B!' — A B )=—a'al'a'"!, 


tizi mr _ Vl 2 i pila fl pir\__gtalt.tti 
Al BI — ABI —__qur(AgU _qup )=a'a''all'qir, 


GE, Be, + 
e generalmente 


(n- {2} in) Ponti daqllQltt or {n} 
Afr-3) BO) AMBa vata'a'a''ar,..a®, 


dove ha luogo il sewno superiore se n è pari, l’inferiore se n è dispari. 
50 5 P ; pid di SS 
46. Dividendo questa equazione per BB , ricaviamo 


Av) A) + a'a' alare... a 
VRUSS Be i -” pe-n più) ’ 


e quindi 


A Als) _—_ a'a''ar. 2. a 
i PIE —————r——— 
Bio be) DE fe) Bo) d 


f conseguentemente 


H f 
A A' ala a' alal! 
bOBT BET pr 
hi: + 
VU dl È pa a'a''a'”' 
BUT B' “ BR = BO B'B! BB"? 
Arp 
AIM A! a'a''a'l'arr a' ala!’ d'a al! a'a''a'''arr 
be 7 pia pp pit BB! BUBU T BB 


DELI O 
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ed in generale 


AN a' a'a'' d'ala d'a d''a atal''all'a..,a8) 


psp peter o tt Toso 


Ora se, crescendo n indefinitamente , la frazione continua ha un limite fisso 
s, otterreino 


AD 
slim. To? 
e potrà scriversi 
a' ata” aa'a'! a'ad'a'ar NE 
De pÙ BB! B'BU O Dir di 


Per mezzo di questa equazione una data frazione continua si trasformerà in 
una serie. Vicendevolmente la data serie 


x 


Li, li gldig ina 


può ridursi a frazione continua; imperocciò paragonando i termini di queste 
serie con quelli della (0,), avremo 


a' a'a'’ a'a''a'’ alal al'av 
p! li ? b'p' =t, UTENTI mi. — pupi i, 300003 


dalle quali ricavando i valori di a',a'.a,arr,..., quelli di bd, bb, br... 
rimarranno arbitrarii. 
47, Se i termini 


al al al 


al 
TUR IR IAA SI 


perpetuamente ritornano con do stesso ordine nella frazione continua, aliora 
questa dicesi periodica. Sia 


al 
dai al 
D+ al 


E ran 


| 
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sara 
ti 
a H 
DI LI a al! 
"Fal 
6 Fi + 2 
al 
; peale $ 
+74! 


e posto a! = s, 6% —1, si avrà (44) Ja equazione 
A) AV H-gdina) 
s-rie ==; ila 
Bir) B®+-sBra) a 
dalla quale si dedurrà 
D n-r)g? "+ (B' Ml Al) AM =) ci 
equazione di secondo grado, che risoluta farà conoscere la s. Si conoscerà 


così 11 valore di una finzione continua periodica mediante il suo periado. 
48. Facciasi ora 


ba go BIENDE 7 DO 
a=a '=4q’=a”=..,,=20=1, 


osicché si abbia la frazione continua 


S i 
b' SL 1 
Fa b' + 1 
bi + EE 
br 4, 
si avranno (44, 
d =, Bb, 
AU Lg ih, VICE più +1, 
AN più +e, Bb! —p' b ‘4 B' 
dr A prrt A", pi =D" pr) , 
Cei na CC. + e 
Ad Pi Ars) 4 4(123) a Bevi Boeri Vt-Bas), 
A dl Ah) A), Bua E IIUSEOT III u) 1.8 ne 3, 
Î A' 1 A' 1 ; 4! 1 i se Kia 
E RODE Sg o pai Bui 
bi’ D''A... 


e A 
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Dippiù (45) 
Ae) BB" — A&M) BU») = va .(0,). 
Quindi 1.0 i numeri A, 8‘ sono primi fra loro ; poichè se avessero 
un comune fattore f, essi potrebbero rappresentarsi a questo modo 
A=mf, B=m'f, 
e perciò sarebbe 
i 1 
m'AS-mB 24, 
f 
la qual cosa è del tutto impossibile. Adunque ec. 
2.° Dalla (0,) abbiamo 


AS 1) Ai nì 41 


pei B* = ape 


e conseguentemente 


Ae ASI 
>», ovvero < FAI 


Ba: 


secondo che sarà n pari 0 dispari (45). E siccome crescendo n decresce il va- 


lore della frazione Troga? perciò delle due serie 
A' A" Ar 
BI? BB? e, Î 
) (0. 
A' AD AV” I ( 5) 
B?? pio Br? « $ #03 


la prima risulterà di termini decrescenti, la seconda di termini crescenti. 


te sad ; 
3,9 Se la frazione > sia compresa fra le due frazioni consecutive 


AS 49 LAS È uni 
2 sarà h>B®), e perciò anche > B@*. Infatti essendo 
Bu: P) Bu’ 3 È 
Air) Aîù + 1 
pa prt A 


se n è pari, sarà 
Ale» t 1 
pi kh < Br) pia? 
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e se n è dispari 


AG) i 1 doi do 40 i 
Ra PRIA nde- — — € 1: 
Ba) h > pigna? Ù h Bo) < Br Bo) 


nel primo caso adunque avremo 


hAG=: )_jBi ni) <— 


Ba ’ 
e nel secondo 
h 


; Bin) __ 1 A(-1) 7 
:B RA") < ro 
A 40) 
Br)? Ba 
varsi compresa un’altra frazione, la quale abbia il denominatore più piccolo 
dei denominatori di quelle. 

4.° Nella frazione 


perciò ec. . . Non può dunque fra le due frazioni consecutive 


tro- 


Al) + ma 
fi) + mB #) 


A ne1) A) 
inlani Rie sa" rom 
facciasi m=0, si avrà — TE : pongasi m=b!, si otterrà Er Che se poi 


sifaccia m=1, 2,3, ..., bel 4 , nasceranno le PAR bl) —_ 1 
frazioni 


ASIA 40) Ain) +24) Ap 840 ATDL (bf) A) 
B*Y4 pe)? Ben 4285)? Birv4-3 Be?" Bot (b)__d ) B") (0.), 


delle quali due contigue possono rappresentarsi a questo modo 


ASL (m'-1)A0 AMM mf 40) 
BI4-(n'—1)B BIL n BO 


Ora dalla (0,) deduciamo 


AOL (m'—1)A® AI Lam Al 
Biel4- (mM —1)B0 BOI km BA 
A(0 BO) 40) gir) 
a (Belb (n'—-1 )B)(B0DL an BO ) penso red 
1 
(B"0L(m'—-1)B®) (BO94-m' Bn ) 
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A) 


quindi nel caso di n pari le frazioni (0) decresceranno (2.°) da soi ad 
a ner 

AS i) . ASD Ae 1) 

peo? * nel caso di n dispari cresceranno da o ad nn 


N 
49. Sia gg 093 frazione propria, in cui si abbia M>N. Si divida M 


per N e si chiami d' il quoziente ed R' il residuo: di nuovo si divida N per 
R' e si noti con 6! il quoziente e con R' il residuo: dopo di che dividendo 
R! per R'", si dica bd” il quoziente ed R'" il residuo: e così di seguito si 
continui sempre a dividere il residuo della penultima divisione per quello 
dell'ultima, notando con è, 0 ,... i quozienti, e con RT, Riu 
i residui; avremo 


i 
ricci Ra 1 1 = 1 = 

HD V4+; D+ D+ td 

— N b4- HESS 

N on R R 

Ò Tu 

1 

< od = «Dl pipa sui 
tr 44 Fmi 

più rari ) 
+ i Las dA 

Via 


Inoltre avremo ‘48, 


R =M_Nb=A4'M_B'N, 
R'=N-Rb"' =N—-(AM-BA) D'—AV'MH4-(B'L'AI \N= 
=—(4" M_-B"N) i 
R'=R-R' L''—A'M—B'N4(4" M-p'Nb'"= 
=(A" b''4-A)M—(B" D+ BYN=A"M_B"A 
RU=R'—R"br=-(A" M_-b' N) (AUM- BUN)b'r= 
— (A DIrL-A" YMH4-(b""b'r+-bB" )N=—(A4" MB" N); 


e generalmente 


AMM Br N=+R0 , 


e perciò 
P À n-1) N Re (04) 


Bee TMT Br M' 


Ti 
dove ha luogo il segno + se n è pari, ed il segno — se n è dispari. Quindi 


(n-1) 
sarà —— BI) >, ovvero < pa secondo che si ha n pari, ovvero dispari: co- 
iUiali d 


; NN . 
munque pertanto sia n, la frazione Tri sarà compresa fra le due consecutive 


AG) A 
Bon po ” 
E siccome facendo crescere a si aumenta B0. ed Rs’ impiccolisce 
* 
perciò quanto maggiore sarà n, tanto minore “direnteri l’ intervallo fra 


"i N : o 6, 
Fi ed; in guisa che nella prima delle serie (0:) i termini decresco- 
pes po È 


N N 
no verso n° ° nella seconda crescono verso la stessa D 
90. Si abbia 

N 2684. 

MO 20929” 
saranno 
V=T, RI22IAM; D=1, R'=B4Z;V=3, R''=512; be=1, R"=BI; 
b=216, R=16; bI=1I, RUA45; bru1, RU={; brinzz15, RU=0; 
e perciò 
A21, B'=7; A"21, b"=8; 4-4 , B"=31; Ar5, B'—_39; 


Ar=84, B=655; Ari=897 pri=694 ; AU=173, B'u=1349 ; 
srur—2684 , Brim=20929, 


Quindi 
2684 1 ? 
200929 74-14 
ui E 
de i 
Lago. 
14. 
15 


e le due serie (0;) daranno 


"30° 694? 20929" 
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Inoltre poichè 0’ si è trovato =3 , e quindi d'"—1=2, perciò (48: 4.9) 
fra i due termini =>, = si possono introdurre le due frazio- 
CAPPA" 20 4424" 
Di pio bF 157 Byzb' 
presi fra i denominatori 7 e 51: ma poichè br=1 , e per conseguenza 
brr—1=0, fra le due RR] dI niuna frazione 
pe 39) Bri IE a 
introdorsi, che abbia il denominatore compreso fra i denominatori 39, 694. 

51. Abbiamo 


3°. : 
“LÀ denominatori delle quali sono com- 


vI=2 +60, 


rappresenta È un numero irrazionale <1. Ora volendo svolgere in frazione 
continua il numero 0, facciasi 


N 7-2 

ul : i 
sara 
M_ dt VI+2 __VIT2 Wai 
N Vi=2 (VI_2)V7+2 30 
dia Li in BRA SN) LAS DAI; 
RO VT7+2-3 vii TAV) pi rn 
LORO E e o _VTIHI qa 
Ri VTTI-2 VII VT1AVTITI di? i 
I 3 3 ditta VIT? 
III VIA VITZIVIT) iii 
R" 1 1 V74+2 


ur? a eni v) 


per VT4+2-4 V1-2 3 
. .M Pi 
il qual rapporto essendo quello stesso di x? torneranno perciò sempre € pe 


riodicamente i quozienti già ottenuti 1, 1,1; 4. 
Quindi si avrà 


pandi 


e le due serie (0,) daranno 


11 
1, 


17° . 


è» 


2 
di 

9 20 
14° 31° 


Nella medesima guisa ponendo 


© facendo 

si avranno 
M 1 
NT Y2-41T 
N 1 


V2=1+0, 


V24+1 _V241 
ea 1 


RO V2pi=37 ni i 


e quindi d'—b''abr—...=2. Sarà dunque 


ul 
ia i 
“ga 
ok 
» le due serie (0;) daranno 
1 5 29 
2 12° 70?" 
2 12 70 
5° 29° 1697 °° 


52. La equazione (0;) 


AM — BWINH4-R09 


Nanifestamente somministra la segaente 


Vol. Ill, 


AMM BON=ERO ; 


34622; 


10 
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4 
dalle quali eliminando prima M, poi N, avremo 


(AS B— AMB) N=+ 40% RO4-AM RO" ; 
(A4{0- Bl— AB) Mtb RIO4- BR) - 


ovvero (48: (0,)) 


N=- Al) RK AMRCD, ] = B©- R4- BORE. 


FINE DELLA INTRODUZIONE AL CALCOLO SUBLIME. 


LIBRO NONO 


GALLDIO DITILEANZIARR 


CAPO IV 


DELLE FUNZIONI E DELLA LORO CONTINUITA! . 


53, Se le quantità variabili 2, y, Z,%,.... sono connesse talmente 
fra loro per certe relazioni, che date alcune di esse , per esempio z, u,... 
possano quindi dedursi i valori delle altre a: 3Y,..- le variabiliz, y,... 
sichiamano funzioni dellez, u,... » € queste si dicono indipendenti. Così 


i le coordinate @, y delia retta considerata nel piano, hanno fra loro una re- 
lazione che viene (137**) rappresentata dalla equazione 


y=2r4+-B: 


e siccome per dati valori della x, si ottengono valori determinati per la y, e 
Viceversa , perciò delle due variabili X, Y , potrà una riguardarsi come fun- 
zione dell’ altra indipendente. Inoltre le relazioni fra le coordinate L3Y,5) 
di una retta nello spazio possono (181°") esprimersi per mezzo delle seguenti 
tquazioni 


e=a5tB, y=a54p' : 


€ poiche data la 3, si deducono valori determinati per le x, y, perciò po- 
ranno le x, y riguardarsi come funzioni della indipendente z. Similmente 
fra le coordinate #, y, 5 di una superficie piana ha luogo una relazione 
Sspressa dalla seguente equazione (173**) 


azar ta'y+B: 


© poichè datene due, si determina il valore della terza » perciò delle tre x, 
i; una qualunque sarà funzione delle altre due indipendenti. Il medesime 
* manifesta nelle coordinate delle linee e superficie curve, 
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Generalmente poi se in rappresenta il numero delle variabili E,y,Z,U)... 
ed n il numero delle relazioni, sarà m—n il numero delle variabili indipen- 
denti , ed n il numero delle funzioni. 

54. Se le relazioni fra le variabili sieno rappresentate da equazioni non 
risolute riguardo alle funzioni considerate come ineognite , queste funzioni si 
dicono implicite Che se i valori delle funzioni sieno dati immediatamente per 
mezzo delle variabili indipendenti, ovvero tali si abbiano mediante la risolu- 
zione delle equazioni , le funzioni sì chiamano esplicite. Così nella equazione 


Y_-2ry+m?=60, 


y è funzione isaplicita della variabile 2; ma fatta fa risoluzione , si otterrà 
y funzione esplicita della stessa @, ed avrà un doppio valore , cioè 


y=rt Vani. 
Similmente nella equazione 
lizza, 
ta y è funzione implicita della x: ma ove si rifletta che 
l'y=al'(=le); 
si avrà la funzione esplicita 


y=eÈ. 


Le funzioni esplicite di una o di più variabili sogliono dinotarsi come qui ap 
presso 


Fa) > fix) . (x) ’ x), 0. 
F(c,Y,3, +.) (2, Y, 5a ---) 92,4, Bz +sv)i xx, Yi) Giuse) 


55. Le funzioni esplicite chiamansi algebriche quante volte le variabili 
idipendenti si sottopongono alle sole prime operazioni dell’ Algebra, all’ ad- 
dizione cioè, alla sottrazione , alla moltiplicazione , alla divisione , ed all’in- 
nalzamento a potenze di esponente costante sia intero, sia fratto. Così le 
funzioni 
Va+mx4na° ayatca” 


? 


3. 
ay xtbx+ca?, a4- Var 
Vapbo+er, ada, LETT ce 
sono tutte algebriche : le prime due , nelle quali la variabile indipendente 7 
trovasi affetta da radicali, si dicono irrazionali : le altre razionali , la terza | 
dicesi nfera per rispetto ad x, perchè nel suo denominatore non s’ incontra i 
questa variabile , la quarta per i’ opposto si dice fratta. 
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Le funzioni che non sono algebriche , si chiamano trascendenti : tali so- 
no quelle che contengono le variabili affette dal segno logaritmico, o come 
| esponenti, o come linee trigonometriche , o come archi di cerchio; le quali 
| pure con nomi particolari si appellano o logaritmiche , 0 esponenziali , 0 tri- 
gonometreche. 

56. Quelle quantità variabili che hanno lo zero per limite , e che perciò 
nel continuamente avvicinarsi a questo limite , diventano minori di una qua- 
lunque quantità data comunque piccola , si dicono quantità infinitesime. Ciò 
posto , si abbia la funzione 


y=f(2). 


i Facendo in essa crescere o diminuire la 2, varierà la y: quindi rappresen- 
! tando con Ay, Ai loro accrescimenti ( si chiamano differenze , la prima 
| della funzione y, e l’altra della variabile @ ), sarà 


ytAy=fiat4+-Azx), 
Ay=fe+/A2)—y=f(e+A2)—f), 


i in cui Ax può prendersi o finita o infinitesima. Suppongasi che Ax sia in- 
| finitesima , e che il valore della f(x) si mantenga finito da «=%x, fino ad 
x=2,:la funzione y si dirà continua fra i limiti &,, %, quante volte per i 
| singoli valori di x compresi nell’ intervallo x, — ®, la differenza 


Ay=f(a+A2x)—f(a) 


risulti fra gli stessi x, e, infinitesima , converga cioè insieme con Ax al 
lim.=0. 


Prapongansi per esempii le funzioni 


donde 


r 


y==b sen.v.e=b1—cos a), y=ba", y= 


e? 
4xo-2e-2d" 
Per la prima sarà 
Ay=[(+Ax)—(a)=bcosx— costa + A x)=2bsen - sen (+ 5) A 


per la seconda si avrà 


3 i, È ER 
Ly=f(c+A2x)-f(a)=ba © — ba =ba (a 1); 


€ per la terza risulterà 


x 
2 


e e 
Ay=fe+A2)-[(a= {a+ Ax) —2o=2d  in—2o=2d 7 
4e° (\x 


°° Gia 2o=2d) (le +i Aa ded) 
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Ora per qualunque valore finito si dia alla variabile 2 , oltre che i valori del. 


T 


le funzioni b(1—cos x), ba si mantengono sempre finiti, sempre ancora si 
avranno 


Ar f Na . 
lim.26 sen —— sen (3 “a 22b sen 0 sena=0 , 


r Ar r 
lim. ba" (. ‘—1/=ba' (a 120. 


Quindi si deduce che le due prime delle proposte funzioni sono continue fra 


1 limiti a, =—20, x,= + . Ma per ciò che si appartiene alla terza , po- 
nendo per esempio 2,= €, %,=d, e prendendo x uguale al medio aritme- 
_ dd o. sr ; . ; 

tico og vedrà chiaro che nè la funzione y si conserva sempre finita fra 
i limiti ced, né la differenza Ay converge sempre fra i medesimi c e d in- 
I | i e° 

sieme con Ax al lim. — 0. Non sarà dunque la funzione --—-—37 conti 

4x —2e—-2d 


nua fra i succennali limiti. 
57. Si supponga ora descritta la curva che ha per equazione 


vesfioli 

Se la f(x) è continua fra certi limiti, tale sarà eziandio la curva , e vicende 
volmente : facendo crescere o diminuire | ascissa 2 della quantità iufiuitesi- 
ma /\x, varierà fra gli stessi limiti ja ordinata y di uva quantità pure infi- 
nitesima /\y, in guisa che alle due ascisse 2, a+ A corrispondano fra 
quei limiti due punti della curva, dei quali la distanza V4x°+Ay? sarà an- 
ch’ essa infinitesima , convergente cioè indefinitamente insieme con 7, Ly 
al lim.=0. Negli esempii proposti nel numero precedente, alla equazione 


y=b sen.v.a=b1—cos 4) 


corrisponde la curva continua BCADE ‘fig. 4°) la quale si estende all’ infi- 
nito tanto dalla parte positiva X_, quanto dalla negativa x'. Per ciò poi che 
riguarda la curva corrispondente alla equazione 


+ 
y=ba', 
che è pure continua, si consulti la Geometria analitica (160**: 0.°). Final 
mente la curva che ha per equazione 


DI 


€ 
IF =26— dd 
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è ana iperbola riferita agli asintoti , prese le ascisse x dal punto L fig. 3° : 
nell’ asintoto GL, in guisa che la distanza LC tra quel punto ed il centro del- 


la iperbola sia=1£. Infatti la equazione della iperbola riferita agli asin- 


toti, preso per origine delle coordinate il centro della curva, è (244**) 


Or questa, trasportando la origine in modo che le nuove ascisse uguagliano 
d 


DONO € o P 
le prime aumentate della quantità LC= chi, si mula in 


dalla quale immediatamente si deduce 


2 


e e” 
sa 3 CLAN 7 4a —2e—2d 
2 
duale è-+d . cui 
i vede poi che presa i’ ascissa a= “7; la ordinata y-: —® coincide con 


asintoto CL', e quivi s° interrompe la continuità. 

58. Allora si dice una funzione f(x) essere continua nelle vicinanze di 
n qualche particolare valore che si attribuisce alla variabile x , quando la 
edesima f(x) rimane continua fra due limiti che comprendono quel parti- 
olare valore , quantunque di pochissimo sieno questi limiti fra loro discosti. 


CAPO IL 


DELL'OGGETTO DEI CALCOLO DIFFERENZ!ALE ! DEI DIFFERENZIALE 
UELLE FUNZIONI SEMPLICI. 


99. Sia 
u=f(x) 


na funzione continua fra certi limiti assegnati alia variabile x; nella equo 
one 


Ay=fa + Ar—-fiz 


So 
presa Ax infiaitesima , tale sarà (56) eziandio Ay fra gli stessi limiti. Ta 
questa supposizione adunque il rapporto 


Ay_f@+A42){) 
AxT Ax 


pel limite sì presenterà sotto la forma indeterminata dì ma ciò non ostante 


acquisterà esso in realtà un valore finito, che in generale sarà una nuova 

funzione di x. Questa nuova funzione , limite del rapporto dell’ accrescimen- 

to della funzione y= f(x) a quello della variabile indipendente « , chiamasi 

derivata , e si nota come quì appresso ° 
ZN 


ionica DI ii eta he) 
y'=f(a)=lim. n —lim. aaa ga 


60. Poichè il rapporto 2 ha per limite /"(#), esso differirà da f'(x) per 
XL 


una quantità e, la quale dovrà svanire insieme con Ax; si avrà dunque 


Ay_ {EPA asa 
Ax 2 Ax = (2)4+£ td 
e conseguentemente 


Ay=f'aAx+e. (soy Ax4e Ar. 


Ciò posto , il primo termine dell’ accrescimento A\y , ovvero il prodotto della 
derivata y' per l’ accrescimento A% della variabile indipendente, appellas! 
differenziale della funzione y, e si rappresenta col simbolo dy , in guisa che 
si abbia identicamente 


dy=y' Ax=f"(x)A%, ovvero ancora dy=y'de=f(2)de ; 


imperocchéè conseguita dalla data definizione , che il differenziale dw della va- 
riabile indipendente è uguale al suo accrescimento Ax. 

La ricerca delle derivate c dei differenziali delle funzioni , I applicazio- 
ne delle proprietà di queste derivate e di questi differenziali a diverse qui- 
stioni di Analisi e di Geometria , formano l’ oggetto proprio del calcolo dif- 
ferenziaie. 

61. Premesse tutte queste cose , proponiamoci quì di trovare le deriva- 
te ed i differenziali delle funzioni semplici dipendenti da una sola variabile. 
Avremo 

x A } 
1.° Per y=4-+-%, Si=fo 1, Um. DI =y=1, dy=y da=dx. 
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Y Ax _ dy _ 
2.° Per yza—a, n , lim y=-1, 
dy=vy'da= —dx. 
x 
3.° Per y=ax, In a a, lim. —' =y'=a, dy=y'de=adx. 
a a |, 
1° Per y=&, DI TOA LA S LA 


a’ Ne Na ro (r+Ax)e iu Ax 


adx 
dy=y'da=— —. 
x 


Ay_ (+ Aa) e a (44 

a A LL -— |) - 
a w Sé Ì + 1 Ah, e facen 
105E a, (1425) —1=(1+a)°—1=86, rappresentano « e £ due quan- 


tità, e quali convergono insieme con Ax al lim.—0 , otterremo 


5.0 Per y=2°, 


Ora dalla (1-{-a)—-1—=g si ha 
(1+a)"=142, al(1+2)=/(14-£); 
{i+2) 1148) 


e siccome ambedue le espressioni ——, È 
x 


="{(e), potranno perciò stabilirsi le seguenti equazioni 


e 142) . 


convergono (4) al lin. 


=l()4y, =I(e) td, 


dinotando con y e è due quantità infinitesime, le quali convergono insieme 
con a e Bal lem.=0 , e quindi 


L1+a)=a/!4-9), 14+-8)=61)+3). 
Soslituendo questi valori nella equazione al(1-+2)=/I(1+£), avremo 
\ DI L l(e)+y È . 
as) +1=AM+2), É=ai Terpg? fim ai 
Vol. II. 11 
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per la qual cosa, sarà 
’ 


. Y 
lim. Ad =y'2ar, dy=y'dazax”' do. 
\2 


n) ft, e Pa LI a Ax —_{- 
6.° Po PT iù ra 1); e ponendo a 1a, 
a 1 Ha) n 

» si ha AxkKa})= - = ——— , otterremo 

donde si ha /x\zi (+3), = ti +a) ’ ( 
O) Hay 17 \ Ì ( 
ATE , lim. DI yi) i, dy=y'da= 19) eda 
Ax id+4) Ax le) e) 


Se ace, sarà y==e", e si avrà y'=er, dy=edx; donde si deduce che la de- 
, ’ i y= 
rivata della funzione ef è uzuale a questo stesso esponen ziale. 


ili VA 
Ay_ (+ Aa) _ TE ) 


de Peg, = —_<-; per cui facendo 
fe Ax TAX: 

Ax 

—— =x, donde oa, avremo 

x 

) Pun |, I{eX leda 
by _ IL . fam. DI ato. dy=y' dar P 
\e LX VA x x 

1 da ; 

Se y=l'(a), sarà y—=-, dy= S 


Dy _ seni (r4/Aa)—sen x 
8.° Per y==ssena, —— sl lr 


Vate CARA 


; e ponendo r + Ar=a+. 


io lede. hr, da . ; 
x=za—b, donde si ottiene a=x+ =, e risulterà (58** : (40) ) 


2 
senz tAx)— sen a=sen'a+4bi—sen'a—b)=2c0s a sen b= 
N o) ii 4 \ d 


= 2cos (#+ >) sen C 


bY 2 d Ar li by d ‘a ; 
— = el ak -3 im. — may'= 08 =y'da==c0 . 
n. re = dg osT, dy=y' sx da 


, e quindi (70**) 
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90 Per y=c08 E, Lr cos(e-tAx)—cos & 
dx Ax 


ne analoga alla precedente ricavandosi (58*:(42) ) cose +Ax)—cos z= 


, @ quindi con una trasformazio- 


pe 


da da 
=—2 sen (et a otterremo 


da 
sen 
Dy - sen pl lim ug senz,d 'g. senad 
ire — n, e zi 7-—- SET fr farisei . 
si A 2 JA I MENO 
2 


10.0 Per y=carefsenza), avendosi x=seny, donde cosy= Yiusny = 


TINA x A Ai di 
= Vi—e’, sarà Ax=sen(y4-Ay)—sen y="2 cos (vt tu sen , e con- 


seguentemente 
dy 

sy 2 1 by 1 1 

dia ——. Tre .lim — =y=-—=——=-; 

da LYN dx cosy. Vita 

sen cos ( y4 —— 
2) 
dp 

yi drz —— =. 
dii pia 

11.° Per y=arc(cos=xr) essendo e =cosy, e quindi seny = Vis = 


; ; | VA K 
= Vic, si avrà Ao=ouy p&f—cosy=t2sn | g+- ] RI 


e quindi 
dy 
by 2 f . AI ; î 1 
— Sly —, lim. -— ye age = 
ha Ml f LYN Va sen 1; Vie 
Sen seni UT "a } 
4 dis Pu d 
i i x 


Notiamo quì come per passaggio che ove si sommino insieme i differen- 
ziali delle due uitime funzioni 


arelsenzoz), Ure cosr. 
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si troverà zero, ciò che deve aver luogo, poichè la somma di questi due 
archi è evidentemente uguale ad una quantità costante, ed il differenziale 
di una quantità costante è necessariamente uguale a zero (1.° 2.°). 


CAPO II. 


DELLE DERIVATE E DEI DIFFERENZIALI DELLE FUNZIONI DI FUNZIONI, 
DELLE FUNZIONI COMPOSTE, E DELLE FUNZIONI IMPLICITE. 


62. Allorchè una prima variabile dipende da una quantità, la quale 
anch'essa è dipendente da un’altra variabile, si dice che la prima è /un- 
zione di funzione. Così se si avessero 


=Fy), y=f(2), 
si direbbe 
s=F(2)) 


una funzione di funzione di x. In questa ipotesi diamo ad x un accrescimen- 
to Ax, y e 3 prenderanno degli accrescimenti Ay, 45, e si avrà 


Az __Iyt4y) Fg) _FytA4y)-Fy) by 
Ax Ax ai Ly Aa 


e conseguentemente 


A F A4y\)—F Fa 
lim. Si lim. Pars) Na) lim. i 
da by ha 


Nel secondo membro di questa equazione il primo fattore 


ii Fy+t4y)—F4) 
Ay 


esprime la derivata di z presa per rapporto ad y, come se y fosse variabile 
indipendente , ed il secondo fattore 


A 
fia 
Ax 


e la derivata di y presa per rapporto ad 2; dinotando quindi con 2‘, la deri- 
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vata di 3 presa per rapporto ad y, con y', la derivata y' di y presa per rap- 


porto ad @, quel secondo membro potrà rappresentarsi con 2‘, y'., per cui 
esprimendo con 2°, la derivata di z presa per rapporto ad «, ossia il limite 


3 di 
del rapporto--— , avremo È 


Aa 


W pl ggl 
3FEZY 


In tal guisa la derivata di una funzione di funzione è uguale al prodotto 
delle due derivate, l'una 2’, presa per rapporto ad y, come se y fosse varia- 
bile indipendente, e l’altra y', presa per rapporto ad x. Esprimendo poi con 
d.5, d,5, d.y ì differenziali di = presi per rapporto ad « e ad y, e di y preso 
per rapporto ad #, otterremo (60) 


dz=5' da 3 d,3=2' dy , dy=y' da=y'da, 


e quindi 
a, ; dy de ia ui 
da dy da da dy dx 


Si è poi convenuto generalmente fra i matematici di sopprimere gl’ indici 
«3 y @ di scrivere semplicemente 


dz ds dy dz ds dy 
— =7.7aig de= —.4 de, 
de dy de’ de dy dx 


lasciando che i soli denominatori de, dy, inseparabili mai sempre dai nu- 
meratori, indichino la distinzione della derivata di z presa per rapporto ad 


; 
Do 


: . ds 
x da quella presa per rapporto ad y. Per siffatta guisa =>, i Pon sono pro- 
x° dy 


priamente frazioni, ma sibbene simboli esprimenti le derivate di £ per rap- 
porto ad x, e per rapporto ad y. Spesse fiate pertanto si scrive 


dz dy 
di=—.— d 
3 dy dx da 
in luogo di 
ds dz dy 
— de= — . È da, 
da dy da 


poichè il secondo membro indica sufficientemente per la sua forma che il dif- 
ferenziale del primo è preso per rapporto ad «. 


Avendosi 
u=0(2), z=H(y), y=f (2), 


si otterrebbe ancora 


Hu _ g(:+A3) 0) FytAy) Nu) d4y 
dx so A3 2 Ay 7) na 


I tre fattori del secondo membro hanno rispettivamente per limiti le derivate 
u'., z',, yi. di u per rapporto a 5, di per rapporto ad y, di y per rapporto 
ad x; si avrà dunque 
uu 3. : 

e la derivata di una funzione di funzione sarà sempre uguale al prodotto 
delle derivate di tutte le variabili prese ciascuna per rapporto @ quella che 
(quasi fosse variabile indipendente ) le vien dopo, e da cui immediatamente 
dipende. Quindi, facendo uso dei simboli precedenti, otterremo 


du du ds du 


dx ds dy de 
che si scrive semplicemente 


du du dz  dy du dz dy 
se, du= — ©. da. 
dx 53 dy dx dz dy dx 


63. Veniamo ora alle seguenti applicazioni. Supponendo essere®y una 
funzione di x, 


dz du dy 
1.0 Per s=y, — = —, di= 7 da==dy. 
y du du 5 dx de) 
È dz su 10) 7 dy 
2,3 Per z=0+y, et ar d3=>-0 a daz=4-dy È 
do de da dii 


dove si noti che una costante aggiunta ad una funzione non introduce alcuna 
mutazione nella derivata e nel differenziale di questa fuazione e ene corse- 
guentemente due funzioni le quale non differiscono che per una quantita ca 
stante hanno la medesima dericata e lo stesso differcaziale. 


d3 dy dy 
2,0 Per s=47, — =4, da=4 de=ady. 
“dx da dx 


Un prodotto di una funzione per una quantità costante st differenzia senso 


È 


aver riguardo alla costante , la quale resta semplicemente come fattore. 
dz a dy a dy adi 


(5A 
y de y da Ù, Y 


d 
5.° Per ay, — ay”! 2, da==ay°' 2 da==ay*'dy 
; ic ,_ 
6.° Per z=Vy=y , st ei 


Il differenziale dunque di un radicale del secondo grado è uguale al diffe- 
renziale della quantità posta sotto il radicale diviso pel doppio radicale. 


dz | 7 Ì d 1 
7.° Per z=a’, — = (0) a’ 2 ds= e) Pd da= s8) a'dy. 
dx le) de Ie) de i(e) 


Se ae, di=0dy. 


ds Ke) da Ue) di I(e)dy 
8.0 Per ssi), da = = s n. dz i . 1 da= Mdy 


dy 
Se 3=l'(y), da p° 


9.° Per ssen ty. — =c08 Y - , ds=c05 y du da=c08 y dy. 
° “ dx “dr da 


Ea = ; di 
10.0 Per z=cos y, " =—-sen Va”) dz=— sen y ni da=—sen y dy. 


dz 1 
11.° Per s=arc(sen=y), — = 


dy 
de VIS da’ 


id dy 
"pz di Vizi 
12° P la E 1 dy 
D. er szzare(coszzy), Risa Vs “a 
I l: 
diro . sei dar:=— A 
Vi—y da Via 


Laonde la regola generale è di differenziare come se y fosse variabile indi- 
SINNI scart. 
pendente, e poi di sostituire in luogo di y, e di A o di dy i loro valori che 
% 
si deducono dalla equazione y=f(1). 


64. Si troveranno con uguale facilità la derivata ed il differenziale 


di una funzione qualunque composta di altre , le quali tutte dipendano dalla 
medesima variabile x. 


bu 53, Ly sins 
= — £—-, e passando al limite 


1° Per u=sty, — 
i A4x AxT ba 


du dz dy 
— — +, du=dztdy. 
de de © da’ ai 


La derivata cioè, ed il differenziale della somma o della differenza di due 
funzioni è uguale alla somma 0 alla differenza delle derivate 0 dei differen- 
ziali di queste funzioni. Senza difficolta poi s intende che ove si avesse più 


generalmente 
wu=vbutztyt. . -, 
sì troverebbe 


de=dv+du+d:+dy+ .. . 


Au (+ A3" a 
2,9 Per uZ3Y, re e SU Az, 
XL 


Ar Ax i Ax ha 
e quindi 
du _ dy ds 1 
ai du=zdy+ydz. 


Più generalmente ancora , se w=vuzy . - +, si troverebbe 


dw du i du dz 
usi. — Desy... — dvuy ... 7° 4rus ... 3° 
da I dr Fry dx a dx Lai 


dw =uzy ... do +v2y ... du +vuy ... da +ouus ... dyt+...-. 


Per ottenere cioè la derivata o il differenziale di un prodotto, bisognerà s0- 
stituire in questo prodotto successivamente a ciascun fattore la sua derivata 0 
il suo differenziale, e prendere quindi la somma di tutti è prodotti in tal guisa 
formati. 
Può giugnersi in altro modo a siffatta conclusione. Infatti, la equazione 
w=0uzy ... dà 


aperta... lo) +10) +13) sui Vaso 
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Differenziando i due membri di questa equazione, si troverà 
du dv du dz«@ dy | 
ua Parra. 


w u Y 


e quindi 


du=uzy ... du+vzy ... du4+vuy ... ditvuz... dyt..., 


dove si noti che la equazione w=vuzy ... s'innalza al quadrato a fine di 
evitare i logaritmi immaginarii nel caso in cui una 0 più delle funzioni v, «, 
2,Y, «». fossero negative. 


Az Ay 
YT 3 —— 
3°p z bu (E c) 1 7 Aa Ax 
. eru= -, — = sr ii era DI nin 
y Ax toy y/ da yy+Ay) 
6 perciò 
dz _dy 
Au du Vas de ydz—zdy 
lim. — =— = a du= —®. 
dx da Y Y 


| Il differenziale adunque di una frazione è uguale al denominatore moltipli- 
o cato pel differenziule del numeratore , meno il numeratore moltiplicato pel 
differenziale del denominatore, tutto diviso pel quadrato del denominatore. 

o Si potrebbe giuguere alla medesima proposizione nella seguente manie- 


ra: la equazione u=- dà u= — . e quindi 
Y y°° 


du dz dy a ydz—zdy 
? uz “n 


ZA a 2 Si SO CA 
MW) = 
u 5 Y Y 
in generale pui se 
Uli. Me 
w== a Si avrà wîz= ———, 
SM va sy. 


donde 
ELMA) IN) 


duw dv du di dy 
SO E SS A 
w v 5 Y 


vu... /du . du dz dy . 
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Ie)du le)dz 
A.Peru=s’, mana) =I(3)dy+y 34 5 
fd ydz 
I{e) z/ 
TOR. 
ylle) — — lady 
. ii de FO 
5.° Per uz”, l(#)= —, = = (3.9), 
t u DI 
ydz xd 
ife le 
du= L | 


65. Da un attento esame di tutti questi casi particolari può dedursi la 
seguente regola generale : per differenziare una funzione qualunque composta 
di altre, le quali tutte dipendano da una medesima variabile, bisogna diffe 
renziarla successivamente per rapporto a ciascuna delle funzioni componenti, 
come se le altre fossero costant., e fare poscia la somma delle quantità così a- 
tenute. Quindi 


senx cosrdx sentada 
41.° Per y==tanga= î dy= ; , 
cosa COST coste 
1 5 dx 
dy=/1+tang°a)de = —- 
COL 
case cos'eda sent dir 
2.0 Per ysscotu= —, 4y=_ — — 
sen sen a sen a 
2, dr 
dy=—(14+-cot?x)de=— —-. 
È } a 
Seu 
dy 
3.0 Per y==are( tang=r), a=iangy, de= — =, 
cos'y 
da dx 


dy=dx cosy= 
i J 1+itangy o tr 


A dy 
4.9 Per y=are(cot=a), a==00ly, da=— wi? 
sett 
Le dx dr 
dy=—da sen yz i peo?y Zi ue 


66. Passiamo ora a rigorosamente dimostrare la regola enunciata qui 
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sopra. Si abbia 
u=Fz, y), 


pella quale 2, y sono funzioni della medesima variabile @. Dando ad x un 
accrescimento /\2, prenderanno w, 2, y degli accrescimenti Au, As, Ay, 
ed avremo 


Au Fas, y4an Fa, 1) _ 


Ax Ax 
V+43,y)—Fs,y) 45°, Fotazy4-4)-F&E+A43, 4) AY 
» Az Ax AY "AX° 


3 du e La 
Passando al limite , il primo membro diventa FPE ed il primo termine del 
Ti 


du dz ; . dz . nin 
secondo membro reni che è il prodotto di— per la derivata di Hz, y)_=u 
= dx da 


presa per rapporto a z, come se z fosse solamente variabile ed % costante. 
Per meglio poi conoscere ciò che diventa nel limite il secondo termine del se- 
condo membro , facciamo in esso primieramente 4s=0 , otterremo 


Fesytay) Fe 4) 4Y. 
4Y ba’ 


e se inoltre vi si fa ay=0, vedremo chiaramente che questo termine nel li- 
: , di ; i 
mite rappresenta il prodotto di = per la derivata di #(z, y)=u presa per 
UT 


rapporto ad y, come se y fosse solamente variabile e 3 costante. Ciò posto, 
avremo realmente 


du du dz , du dy du du 


x nta — ,edu=z— dz+ — dy. 
dz ; 


di da de dy da 
In generale poi avendosi 
Py Ug 8g Vasa) 
si troverebbe nella medesima guisa 
w | du 


hw dw d 
die E e — dg id. --- d giù 
dw= ; du4- Tu dut n° 4 dyt 


de 


- 


con che ja regola enupciata nel numero precedente intorno alla differenzia- 
zone delle funzioni composte resta rigorosamente dimostrata, I differenziali 
dw dw duw dw 


figa 
do ©? du 


92 

si appellano differenziali parziali della funzione w==F(v, u,z,y,...)ilpri- 
mo per rispetto a v, il secondo per rispetto ad wu, ec. ec. 

67. Resta ora che si determinino le derivate ed i differenziali delle fun- 
zioni implicite. 

Si è già veduto (63: 1.°) che se due funzioni 2, y della medesima varia- 
bile x sieno uguali identicamente, qualunque cioè sia 2, la cquazione 3=y 
darà luogo alle seguenti altre 


4A A3_ Sy da dy . _,. 
spPAs=y+AY, Da Aa ar de dz=dy; 


per cui le derivate ed i differenziati di quelle funzioni risulteranno eziandio 
uguali fra loro. Dippiù, se una funzione di x sia nu'la identicamente, qua- 
lunque cioè sia ©, la sua derivata ed il suo differenziale saranno altresi iden- 
ticamente nulli, E per verità la equazione identica y=/\x)=0 dà 


by 
Ax 
Premesse queste cose , consideriamo una funzione implicita qualunque data 
per la equazione u=Fx, y}=0. Se in questa equazione si sostituisca ad y il 
valore y=fix) che dalla medesima si ricava allorché si risolve per y, la equa- 
zione che quindi risulterà u=F(x, f(x) )=0, sarà nulla identicamente, qua- 
lunque cioé sia 7, e conseguentemente la sua derivata ed il suo differenziale 
saranno anenra nulli, Se dunque , considerando y come tenente il luogo del 
suo valore in o, si differenzii la equazione u=fF(x, y)=0, bisognerà por- 
re usuale a zero il suo differenziale. Ora la equazione u=F(x , y)=0 non 
è che un caso particolare della equazione u=F(5, y) , quello cioè in cui u=0, 
s=x , y=f (x); il suo differenziale adunque sarà (66) 


by=fep02)-f@)=0, È no, Dl Lo, ayno. 


du 
da dr 4 di y=0, 
donde si ricaverà 
du du 
dy dx da 
Pa = du’ dy=— — dx. 
dy dy 


Vogliasi per esempio differenziare la equazione 


uny +-a?—Jaxy=0 ; 
sarà 


du du A 
sr =dx° — day, n ‘—3Zax ; 


FREE AO RESERO O Pagg ORIO 
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e conseguentemente 
dy 3a°—Zay ay—a? 
de 3y—3ax gar 


Propongasi per un secondo esempio la equazione 


unyit Po: 


avremo 
du __ly) y) __y 
= yy a! — —— ’ 
da lie,” y ie) a 
du l'a) (È Ka, 
=ry—e={|--7-)W; 
ag Te \y 19/0 
e quindi 
Y 
Lyg,—ZK 
du a © play y) 
de — ale xyla) 


ui SDA gra\ 
y 


CAPO DIV. 


DELLE DERIVATE , E DEI DIFFERENZIALI SUCCESSIVI : DEI DIFFERENZIALI 
DELLE FUNZIONI IMMAGINARIE. 


68. La derivata y'—=/"(x) di una funzione qualunque y=f(x) essendo , 
generalmente parlando , una nuova funzione di 2, essa avrà altresi la sua 
propria derivata ed il suo proprio differenziale ; che anzi si capisce agevol- 
mente che da una funzione data y= f(x) si può in generale dedurre una serie 
di funzioni nuove, ciascuna delle quali sia la derivata della precedente. Que- 
ste nuove funzioni sono le derivate successive della funzione y=f (x), le quali 
si distinguono per varii ordini segnandole come qui appresso 


al all gli n ca 
Valigia, 


ovvero ancora 


PA) a) fa) A A). 


Per siffatta guisa esprimerà y' 0 /"(x) la derivata del primo ordine della pro- 
posta funzione y=f(x) ; y" o f‘‘(x) sarà la derivata del secondo ordine di 
y=f(@), e nello stesso tempo dinoterà la derivata del primo ordine di y’'— 
=f(@); ec. Finalmente yi o f‘ (2) (esprime n un numero intero qualunque) 
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sarà la derivata dell’ ordine n‘ della funzione y=/(x), e nel medesimo 
tempo dinoterà la derivata del primo ordine di y'" =/°!!(x) ; ec. 

69. Siccome il differenziale dy=y'de=f'(a)de di una funzione y=f(x) è 
un’altra funzione deila variabile @, perciò esso potrà più volte di seguito dif- 
ferenziarsi, con che si otterranno i differenziali dei varii ordini della funzio- 
ne y. Sembra che siffatti differenziali dovessero notarsi come segue 


dy,d.dy,d.d.dy,d.d.d.dy,...; 
ma per ragione di brevità si è convenuto di seguarli nella guisa seguente 
dy 3 d°y, dy,diy,...,d'y. 


Esistono fra le derivate ed i differenziali successivi alcune importanti relazio - 
ni, le quali peraltro possono riguardarsi come il risultamento di certe con- 
venzioni. 

Per calcolare d°y, fa d’ uopo differenziare la espressione dy=y'/dxr= 
=f'(x)dx. Ora in questa espressione il fattore de , che dinota l'acerescimen- 
to Ax fatto prendere alla variabile x nella prima differenziazione, non va- 
riando punto con questa variabile, dovrà necessariamente considerarsi come 
indipendente dalla medesima. È dunque y'dr=/"(x)dx un prodotto , in cui il 
fattore dix è costante, e per conseguenza si otterrà la sua derivata dando ad 
un nuovo accrescimento /yx, e prendendo il limite della quantità 


an L'E+LASA) 
Ax 


il quale limite essendo evidentemente uguale ad ydr=/"(1)de, tale sarà pu- 
re la derivata di dy. Ciò posto, se il secondo accrescimento Ax suppongasi 
uguale al primo de , il differenziale di dy sarà 


Vyay'de fade. 
Proseguendo nella medesima maniera , si otterranno successivamente 


Bani LIU gd] 43 
Wald, 
dele [Ig 
PCs Ole Li 
d y=y da'—= poi (aida. 
Adunque il differenziale dell’ ordine n°” della funzione y = fi) è uguale alla 
derivata yo f" (x) di questo stesso ordine moltiplicata per la potenza n°”, 
da", dell’ accrescimento arbitrario che si fa prendere alla variabile. ; e vi- 
cendevolmente, la derivata dell'ordine n°," 0 fi (1), è il coefliciente 
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pel quale fa d’ uopo moltiplicare la potenza n°", de”, di da- Aa , per ot- 
tenere il differenziale dell’ ordine n°°. Per tal ragione y'? o [© (a) non ra- 
re volte si chiama eoe/ficiente differenziale dell'ordine n°° della funzione 
y=/ 2). 

70. Applichiamo questi principii generali primieramente alle funzioni 
semplici. 


1.° Pery=f(a021+2, 


SS SAI, SUI SI 
dy=da , Py=0, dy=0,..., d'y0. 
2.° Per y=f(rì=aa, 
pf O, PI SUI; 
dy=—dx, d°y=0, d'y=0,..., d'y20. 
d.° Per y=f(a}=ax, 
v=ef'a)=a, y'=f'a=0, vef'"aZ0,..., af); 


dyzade, d'y=0, d'y=0,..., d'y=0. 
a 
U° Pery=fiam=— dn, 
x 


LS Li (GR VEDA -2 (1 ESSE sg {CIS CTETO, —3 BI LUN -i 
pala, year, yz 29axri,..., 


y=[)=(-—1)2.3,. nat); 


dl'y=(-1)22.3.. nare”. 


Il coefficiente (—1)" indica che la derivata dell'ordine e è affetta dai 
segno + se n è pari, dal segno — se n è dispari. 


d.° Per y=f _v=r", 


St MR E SE TR ARR ie STR SEE OVTETI A AR SIRE: CERI GITETIN Mati i st ai MO Agi e IIS GN epr 


dala , y"=["{x=a(a1 Jef, y'=f'"(2) dai } an2)et, sara 
yM=fraza(a1)(a-2)...(a-(n-1))x®"; 
d'y=d'a—1fa—2)...(a-(n_ 1)a®"da". 


In questo caso la derivata dell’ ordine #°° non risullerà giammai uguale a 
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zero se a è un numero fralto ovvero una quantità negaliva, ma essa svanirà 
se a è un numero intero m, allorchè n sarà uguale ad mi. Per tal ra- 
gione la derivata ed il differenziale dell’ ordine (m+-1)"° di 2° sono uguali 
a zero, e la derivata dell'ordine m'"° è la quantità costante 


m{m— 1) m—2)....3.2.1, ovvero 1.2.3....m 
6.° Per y=fx=0", 


i Pa 
varie ide, y'=["a)== Îa gipo e a) 


Ta ; "{a) 
y=/©a) nat; diy= 2" aeda. 
dv) l 6} 


Se a=e, y=fa)=e, y=[Ma=e, d'y=edr. 


fan 


Se gefo=r= ay 


ici 


yafa=o?, ya), ye... 
y vafla=(A)"; dl'y=(—1)'etda". 


7° Per y=fa=lx, 


Ie) 04 pura MIO ra 


x 


y=f'@)= — , yef''ia=— 


«in1/e) 


RI rl pd i » 
L= Arg Lg, 
y' } » 3 
d'y=+2.3...(n=1)(cja"da”. 
Il segno superiore ha luogo per n dispari, l’ inferiore per n pari, 


2.3...(n—f 
Se y=fa=l' dI, yozf) det da Li 
L 


d'y=+2.3..(n—1)oda". 
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8.° Per y=f(x)=sena , 


Kan T 
y'=f'(a)==c08 rz=sen (++ 5) P 
yl'=f"{r)=>—sen a==sen (+5 7). 

dr 


ti UU DER Pe —= 
=f""a)=—c05 x=sen (++ CR Lai 


, La UT S nr 
yif arsen (+5 — \: d'y=sen Gi — ) de. 


0 2 
i 
3 n 3 nr à 5 . 9 » 
Non può sen (+5 — ) avere che quattro valori differenti ; infatti il nu- 
î . 
i mero r non può avere che una delle quattro seguenti forme 
4m, 4Amb1, 4m+2, 4mt-3, 
nelle quali m rappresenta un numero intero qualunque. Ora nel primo caso 
nr ET 

p pp —- UTO | i Yo 

sen ( + ì =senla-2mr)=sen x; 
nel secondo 


nr n ‘ol 
sen( rv + — } sen RAD COSE; 


nr ; " 
seri (& + SS) sen +-2mapr)=—sen2: 


nel terzo 


di 


i, na dr 
sen( at )=sen( r+2mr+ > )} eos. 


Le derivate adunque della funzione sea» non offrono che quattro valori, i 
Quali CASTA periodicamente. 


Vol. III. % 13 


e nel quarto 
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9.° Per y=f(x)=cosx, 
y'=f (a) —sena==cos (c+ 5) ù 


Ca 
ISIN = sal. 27) 
y'=f"\a'==—cosezzcos € ps 


Q=N 
‘if g'=senazc0s | & vw; ESS 


RA? LA nr 
y=fazecos (+7) N; d'y=c08 (+ 2 =) da’. 


Anche qui le derivate non hanno che quattro valori distinti 


COST, SCENA, COST, SERA, 


i quali si riproducono periodicamente. 


10.° Per y=fa,=arcsen=a), 


(1-2) 3, 


fia —— 
y fi; 4 Vine: 


3 
y'=f''(a)=a(1—-2°) è 
gipo 
11.° Per y=fa)}=arc(cos=a), 


ba t 1 
y=f'a=_ u=-(-9)?, i 


y'=f'(a)=—2x(1—-2° )s agi 


74. Essendo £ una funzione di funzione determinata per mezzo delle 
equazioni 
z==Fy), y=f%), 


avremo {62} 
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; . dz 
Differenziando una seconda volta, ed avvertendo essere una funzionedì y, 
Y 


di $ 3 
2 ana funzione di x, otterremo (64: 2.°} 
da 


dz ds dy° dz du 


Una terza differenziazione darebbe 


i Pa Pd gd dy dy di dy 
dit dyi da? dp’ de’ da dy dal” 


d3z dz Fu 
diz= + dy+3 -— dydy 4 d3 
gp ap LL ANPTLII 


Si abbia per esempio 
z=!(y), y==sena, 


sarà 
dy _ d°y d’, 
da 598% di ent 0087; 
dz Ile) le d°z le De dz Die)  2l) 
dy Y seno” di Yy sento dy yi © senta’ 


e quiodi, avvertendo essere sen? 4cos'a=i, avremo 


ds Lo I(+)cosa 


Fal 
da Seno 
t d°z l'ecos'a r UI 
ll Sor ii Neu, (e) 
de ua 2. oe rd 
ba seno senìa 
st dis 21 consta x di € 08° l'ecose 2le)eosa 
ZE —T—— —_-- —_ — nc —- p 
da' seni SENT SCUL SPLIT 


E 
, _ L@egzx 
=d.l'sen a,= — da 


SENNA 
le) ja 
dad’ .lisen a;=>— —- 60°; 
senìx 
2l'Oeose 
dd I(senaì= ——— dal. 


senta 
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E ciò basti perchè s' intenda in qual modo dovrà operarsi in qualunque al- 
tro caso particolare. 


72. Supponiamo finalmente che « sia una funzione composta , o che sia 


u=F(3, y),a=0(r}, y=f\r). 


Noi abbiamo trovato (66) 


. du du SS: 
Differenziando un’altra volta, ed avvertendo che —,-— sono funzioni im- 
da° dy ds di 


mediate di z ed y, e funzioni di funzioni di x, mentre che — I da esprimo- 
no solamente funzioni di x, avremo 
n Du ds ds ds dy )dz du d's 
“Ta de da de dy de / da dz’ dre 
di d 
a a | 
dy dz dy dy }dy du d°y 
+ 4 de Li dy da/ da | dy' de” 


du 
per cui dando alla espressione = , che indica due differenziazioni della fun- 
yY 


zione u eseguite successivamente , la prima per rispetto a 2, e la seconda 


#4 
e similmente alla espres- 


LÀ 
ispelto ad y, la f iù ll 
per rispe o a Y a forma più semp Ice er 5a , 


du 
a pi 


bea 


dy das 
sione @ la forma , e supponendo per ora ciò che più tardi sarà per 
Va 


t 


vee dydz da’ dx dy° dx? 
PA dy° 


di * da’ 


du du de. du d°z ge du dy de du Plan 
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d°u balla sbiiurEro 2 dude 5 cy i 
Differenziando una terza volta, avremo 
HI — d'u 
VT dai 
PL z da ds° dy |dz du dz dz 
ei x dx dy de/ de e ae 
15 d dî d: d° du d' 
5 z ba Fa 5 u ds 
Va ata '&/éwéla ww 
du ; du 
“od 
4 dydz dz djds dy ]dy dz du d°'y dz 
“N ds © da dy ‘de/ dx’ da iu 
du dy d°z 
2 +. 
v dyds de da iù 
ae aL 
dy dz dy dy }y du 3 
Li 3° da dy © de/ da dy da° © 
Aia du 
4| dl & dî dy )dy g0u dy d'y 


3 ‘de dy de) de ‘© df' de da’ 
in cui ponendo per più di semplicità 


du d°u du du 
dl diu  dydz du dyda du dpf du 
dy  dyde? ds © dzdyd:” dy © dydz dz © dadyf” 


e supponendo ciò che in appresso si dimostrerà , che cioè 


diu d’u d'u _ du 
dydz” © dzdydz’ dy'dz dzdif° 
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si otterrà 
in du _d'u ds du ds du ds dz a du dy d°z 
da de da È ds’ da' dz” da da” dydz' de da” 


Vu dy ds 3 du dy ds 
dydz?" de” da” dy° ds da”° da 


Vu dy ds gt dy d'y du d'y du dy 
dydz" da” dx dif de de Fay dae dy°* da’ 


du 


d'u=-— da + —- ds 24311 > ‘ dsd lr 
du 
ta We 3 dydz Hi pw 2 dz4- 


DI 


du 
dà ATTRA: dt 94 È ri ip È dy dg. 


Si supponga 
U=IIY/, E=C0ST, YZZSENT + 
risulteranno 
dy=-cosxdx, d’y==—senxdr?, d'y==—cosedz' ; 
s=—senxda, &s=—cosedo, dis =senedaò ; 
du du du d°u d'u d’u 
=0); zi —0 =0; 


di ay a TAI "de tag” 


du du d’u 


dyla —  dyd@  ’ dyds 
du=—ysenxda+-scosedae=(cos'e —sen’r)lde=(1-—2sen°2)da, 
d'u=—ycosede—2eosxsenede”—ssenada=—Asenrcosrda”=—2sen2xdi'. 
d’u=ysenada? —3cos°xda +3sen'ada' —c081d0=/(sen'a—c0s°x)de"= 
Ù ( 
=41-2cosr)da! . 
Da quanto è detto finora, agevolmente rilevasi che i differenziali dei 


l'ordine n° delle funzioni 


u=zty, u=3—Y, u=as by 4. . 
uaar + bacca” +... Apr RSA 
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7 sono 


d'(a+y)=d+dy, d'(:—y)=d'—d'Y, 
d'(astby+.. .)=ad'z4-bd'yt..., 
d'(av'+be"*+eo'1...-+pe°+ge+r)=1.2.3...naden. 


73. Per trovare le derivate ed i differenziali successivi di una funzione 
implicita data per la equazione 


u=F(2, y)=0 ’ 


potremmo partire dalla equazione (67) 


du du 
dy da da 
ef s0dyz=— dr, 
dy di 


la quale differenziata più volte di seguito darebbe immediatamente le deri- 
vate ed i differenziali cercati; ma riesce non rare volte assai più vantaggioso 
il dedurre siffatti differenziali dalle equazioni che si ottengono differenziando 
successivamente la equazione 


du du 
— dr+ — dy=20. 
ay 


Ir questa equazione , come in tutte le altre che se ne deducono, le derivate 
; Fida du d°u 
parzia Pre da? * 
ed y: al contrario, la funzione implicita y, ed i suoi differenziali dy , d°y, 
dy, ec.... debbono considerarsi come tenenti il luogo dei loro valori in x: 
per la qual cosa, i primi membri delle equazioni sono identicamente nulli , 
e conseguentemente ì loro differenziali dovranno porsi uguali a zero, Si tro- 

veranno in siffatta guisa 


C...., sono, generalmente parlando, funzioni di x 


du du dy du dy du d' 

ss I Ko ed sot È Ie 
da drdy de dp de dy dr 

du du dy du d>j 

Pra 3 5 nai dor Sasa = 

da” de dy dr + a dy di° i 


el. CC... ca1.0, 


74. Fa d' uopo alcuna volta che si trovino le derivate ed i differenziali 
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delle funzioni immaginarie, le quali noi le supporremo mai sempre ridotk 
alla forma z4+-yV—1i , nella quale z ed y rappresentano funzioni reali dell: 
variabile x. Ciò presupposto, se si chiami limite di una espressione imma- 
ginaria variabile ciò che questa espressione diventa allorchè in luogo dell: 
parte reale, e del coefficiente di V—1 si sostituiscono i rispettivi loro limiti 
e se dippiù s' intendano estese per riguardo alle funzioni immaginarie quell 
stesse definizioni che si sono date per le derivate e per i differenziali dell 
funzioni reali, agevolmente si vedrà che la equazione 


u=s4+yVTi 
dà luogo alle seguenti altre 
nu fi DE DI 
AucAsz+AyV_=1,— = eb yi 
+Ayv=1i, la Aa Ar V : 
du d li = 
== + si V=i=3+4' V_=1, du=d:4+-dyV—A. 


de dex | dr 


Laonde per differenziare una funzione immaginaria bisognerà operare come + 
la funzione fusse reale , riguardando V—i come un coefficiente costante. Que 
sta regola poi si estende evidentemeate alle derivate ed ai differenziali suc 
cessivi della medesima funzione immaginaria. 


Quindi sarà (61:8.0 9." 63: 8.0 65: 3.9; 
d'eosr4 y/Zisenr=—senrde + y=icosede='cos0r+y=Îsenz) V—1 de. 


al vata: SI x ada 4 adx n 
(Nata )+V—tare.tang= > ) 4a +V— dpr 


_TaVv=i abay/—i 


aka E Gra ayn1) 
de __ V=-ida 
Tatavzi o apry i 
__ pla +yV—-1da 
ir! 
dl'(vi cda =» 
—ct Vie vi fine ENNA dn vs 


SIT ne = Lr enni Te Passani 
Via Via +ay i) Vico Vi-a+2Vv—1) VI 
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CAPO V. 


DELLE RELAZIONI CHE HANNO LUOGO FRA LE FUNZIONI REALI - 
DI UNA SOLA VARIABILE >, E LE RISPETTIVE DERIVATE. 


75. La variabile x cresca o decresca per modo che diventi maggiore 0 
minore di un particolare valore a; si cerca di conoscere se nelle vicinanze 
di x insieme con x cresca o deeresca la funzione y=Fa), la quale nelle me- 
desime vicinanze si suppone continua. Essendo 


se 1" (#,) risulti positiva, certamente allorchè la variabile x sarà vicinissima 
ad x,, le differenze Ay, Ax avranno lo stesso segno, ed ivi per conseguenza 
facendo crescere o diminuire la x, crescerà o diminuirà la y=F2): che se, 
P(4,) risulti negativa, le differenze AY, Ax, quando « sia vicinissima ad L, 
saranno di segno contrarie, ed ivi perciò facendo crescere o diminuire la x i 
diminuirà o crescerà la funzione y=l1(x). 

76. Sieno F(a), f (4) due funzioni reali di #, le quali con le loro deri- 
vate P°(r), f(x) si mantengano continue fra i limiti %,, X,,} Supponiamo inol- 
tre che fra i medesimi limiti la derivata f(x) non mai muti il segno, ovve- 
ro, che è lo stesso (73), che la funzione f(x) fra quei limiti vada sempre 
crescendo, o sempre decrescendo ; sarà il rapporto delle due differenze 


Fa) I), (&M)TN,) 


uguale ad uno dei valori che fra i limiti X,, Tm prende il rapporto delle de- 


rivale F(x), f(x), vi sarà cioè sempre un qualche numero s <1e >0 che 
soddisfarà alla seguente equazione 


‘ Fa) _Fx) Pata —x)) 


IMA) Pt (ea) SE 


Rappresenti 4 il massimo ed a il minimo di tutti i valori che per l’intero 
Ai È 


intervallo 2,—x, prende il rapporto 7A): ognun vede che le differenze 
x 


F(x) Pa 
= A 


fa) i I) 
Vol. III 14 
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risulteranno entrambe positive : le quantità dunque 


Susa _P@) 
rara) 


ovvero 


P(x)—af'(x), Af(x) -F(x) 


avranno lo stesso segno da x, ad 2,,, poiché si é supposto che fra questi limit 
la f(x) non muta il segno. Ma siffatte quantità non sono che le derivate dell 
rispettive funzioni 


Fai—afa, Afa)—Pa); 


queste funzioni adunque cresceranno insieme o insieme decresceranno da xa 
‘n, e conseguentemente i valori 


Fx, 3,7 (Fa; af), 
ovvero 

Fa )_Fx)1f2,)_ fa), 

Afx,)—fa)—Fa)—Fa,)) 


saranno insieme o positivi o negativi. Dividendoli per fa») —f(x)), che p 
ipotesi è una quaptità o sempre positiva o sempre negaliva, ì quozienù 


Fx,)—Fe) Fr.)-Fx 


TRE ia e 
[(2,) -f,) CA (029) 


saranno pure insieme o positivi 0 negativi, e quiodi 


Fa, FH,) _a Fix.) _F@) _, 
fanN=f(&) 0 ff) : 


saranno due quantità affette da segni contrarii. Per la qual cosa, il rappot 
Fix) —-H,) 
f(2»)—f(,) 

FI 


si troverà compreso fra il massimo ed il minimo dei valori del rapporto MI 
{id 


Ciò posto, le F'(+), f(x) essendosi supposte continue per tutto |’ interva! 
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: F(x) : Sr NE 
2, ®,, il rapporto o passare per tutti i valori intermedii fra A 
x 


ed a, i quali evidentemente sono rappresentati dal secondo membro della 
equazione (r) supposto variabile il numero e fra 0 ed 1 ; si è poi dimostrato 
che uno di questi valori è 


Fa) Fx) 
f(x.) -f(2,)) 


adunque vi sarà sempre un qualche numero e <1 e>Q0, il quale soddisfarà 
alla equazione (r). 

77. Nella equazione (7) sì sostituisca x ad @,, ed x+-Ax ad z,,; otter- 
remo 


Fx+4x)—Hax) _ P(x4+e.43) 
f(a+4x)— f(x) f'(xt+e. 40)” 


la qual formola avrà luogo quante volte le funzioni Fa), f@); F'(a), f(&) 
sieno continue fra i limiti x ed ctAx, e /(x) fra i medesimi limiti o cresca 
costantemente , 0 costantemente decresca, 

78. Suppongasi che le funzioni Fx), f(x) svaniscano , allorchè in luo- 
go di @ si sostituisce un parlicolare valore x; avremo (77: (1°)) 


(1); 


Fota) _ Fia t4e bha) 
f(2,+ Ax) + Ax) di: (7,+8.4%x) i 


Laonde se le funzioni 


(°°). 


Fx). F(1),P(x),- FF" (2), F" (x) 
(2), f(x), Dx)... (2), fi 2) 


sieno continue da a=x, fino ad e=x,+Ax, ed eccettuatene le Fx), 
fx), le altre tute svapiscano pel particolare valore dix=x,, e dippiù le 


f(2); PA); PA) feta) 


o crescano, o costantemente decrescano fra i succennati limiti 
.x_+Ax, potrà manifestamente la equazione (r”, continuarsi a questo 
uog 


F(xrtAx) _Fo+s. Aa) FF, 6; ba) _ 


fE+ da) f(atesa) fl! (a +8 da) 
n FO(x 4-En AT) 


QU AM METTETE, è i DI 
FOXL,tEn AT) i 
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ib cui 8, €,, # ,-+-;£n., Sono tutti numeri <f e 50, ede>e De, >... Ri 
tenendo poi la lettera e a rappresentare generalmente uno qualunque di que. 
sti numeri, ed omettendo nella (1°) le frazioni intermedie , otterremo 


F(x,+4x) _P"(0 4.40) 
f(®,+Ax) (a+. Ax) 


79. Le condizioni alle quali deve soddisfare la /(r) perchè sussista que- 
sta equazione si verificheranno perfettamente ove si prenda 


se (19?) 


f@)=(r—2,)", donde f(x +Ax)=Ar", 
Infatti noi in tal caso avremo 


f@)=m(e—x))"', 
f'a=m(m—1)e—a,)", 

CC, COLL 

fc) =m(m—-1)(m—2)...3.2(e—-2,), 
f(c)=1.2.3...m=f"(2, + s.A2). 


Ora tutte queste derivate insieme con la funzione primitiva si mantengono 
continue da «=x, ad e=x, + Ax, ed eccettuatane la fi“(x) tutte si annul- 
lano pel particolare valore di x=x,. Supponendo dunque che si verifichino 
anche le condizioni alle quali deve soddifare la F(x) perchè abbia luogo la 
equazione (r!”), questa stessa equazione darà 


Kx,+Ar) Li F"(x,4 e. Ax) (09) 


Ax” 1.2.3...m 


Ma se insieme con le Fx), f‘(x) anche la F(x) non isvanisca pel partico- 
lare valore di x=x,, sarà (77) 


F(a.+Ax)—F(e,) __F"(x, +e. Ax) 
Aa” 152.3, 


2 


e quindi 
Ax" 


Fat Ax) -Fe)= aaa ATA)... (172). 


80. Nella formola (17) ponendo 2, =0, Ax=h, avremo 


h Uii 


zena 1) ri 
Tasca” (eh). (F )» 


Fa 
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la quale avrà luogo quante volte le funzioni 


FU), Ph), PU), . . è, FA) 


sieno continue fra i limiti 0 ed &, e tranne la F®(4) le altre tatte svaniscano 


con hi. i | . 
81. Propongasi ora il polinomio 


) h Ù 9) de uf, h° Us) 
o(3+ Mx) 1 q (x Ji 4.2 È (3) 1.2.3 (jr... 
he! 


O: (i) 
1.2.3...(m—1) e"); 


| da riguardarsi come una funzione della quantità 4 : le sue derivate , che sup- 
; | poniamo col polinomio stesso continue , fino a quella dell'ordine m'° saranno 


h 1° ne: 
MEN (2° UNIT. e) 
a re 123. © 


hm3 


h 
ell he — ell! sua (me1) ; 
vi (+ 2) q ( ) i @ (2) 1.2.3..(m—3)* (2) 
EC. EC... 9 
9°? (3+h)—-gl0 (2), 
4A). 


Ora tutte queste derivate , tranne la m°", si annullano allorché si fa 4=0. 
Sarà dunque (80: (r7)) 
SOT 
1.2.3. 
h"-* kh" 


nni I) n Ea {n} ; h 
1.2.3...(m_1) ti (£) 1.2,3...m $ ( +: ) 9 


} h 
(EH); *A- 73 


donde 


kh h° 


} 
C++ Ot 0a Ott 
di: Ù 


h 
(m-3)f (CATA pri), 
3? (2)+ 123.m° (sbeh)...(r ) 


n 
* 1.2.3...(m—1 
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Ponendo in questa equazione z=0, ed h=z, risulterà 


e(2)}=0(0)+ 7 (0) + 7a "(00 + cr 


°° z 
+ 1.2.3...(m—-1) slice 12.3... we3)... (122). 


82. Suppongasi 1.° 9(5)=a°, sarà (70: 6.°) 


COL, O RAR RA H 
FO) Fo 0000! (2)= T a - 


9” (= 


va= Da a,9()= 


e quindi 
PA 
"ey 


I(a) DI 


AO TOT E DOCU IO n 


e perciò (84 : (r1)) 


z Ia), 2 Pa) 33 la) met (a) 

1) 120) 133.F0 tas (1) (e) 
2" (a) ,, 

1.2.9... 7° ° 


Ea 


a=1i 


Prendendo i logaritmi nel sistema della base e, sarà 


t.. 


tnld LL 
dara 13 +123 1.2.3... (m—1)  1.2.3...m 


Facendo finalmente a=e, si avrà 


ss 


grt sei 
‘i lita pica 
SSR o ti urta ao 


2.° Sia 0(z)=l(1+-2), avremo (70: 7.°) 


In MLN 1.I(c) ql ut -2I(e) 

g(2)= cara 0 = GF” * (= (142) 
.2.3....(m—-1)le 

MT idite ) (e) È 


+ 


zl'(a) 2°1"2(a) z 57! (a) 37 l'>(a) s"l'"(a)af 
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quindi 
g(0)=0, '(0)=Ue), e(0)=_A. Ie),9!"(0)=1.2.I(e),.. 
ta 1 2. Fia (m—1)I(e). 
pet Tr Ss i 
Ue) = E (1+82)" 3 
e perciò (81:(173)) 


E 35 mi TI 2° 


dove ha luogo il segno superiore quando m è dispari , l' inferiore allorchè m 


è pari. 
Se i logaritmi si prendono nel sistema Neperiano, si avrà 


2 3 Causi 


ae ° Tag a 


3.9 Si abbia o(2+h)=l(=+h), avremo 


ea= -, e"()= sie, nat (CA n 
sti 9 ii spice ria LOR 
e conseguentemente (81: (17215) 
I+M=IG NE tata) 
rano -1+7 e A Ft 


4.° Se g(3)=senz, sarà (70: 8.9) 


q'(z3)=sen (+ sal )==sen (= | sE o) ==sen (#+ POCA A 


p'(3)==sen (+5 * 
mr 


o(0)=0, '(0)=1,0"(0)=0,0"”(0)=—1,..., 0!*(ez)=sen (#4 “n }' 


quindi 
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e perciò (81: (r2*)) 


% 25 25 Pas mae 
sen “= TTIStI33I55T s fea 123. m sen (+ 5) 


5.° Finalmente si supponga 93) =cosz, avremo (70:9.°) 


giaro (+ +3). 0" 2) nc (+7 — ), 0” selce (+ na 


mr 


ea (+23), 
donde si ricaveranno 
AAA OA, (+5), 
per cui sara (81: (r5*)) 


2° 24 2" mr 
coss=i— 12 tra tipa 0 (+7). 
CAPO VI. 


DELLA DETERMINAZIONE DEI VERI VALORI DELLE QUANTITA’ CHE SI PRESENTANO 
SOTTO UNA DELLE SEGUENTI FORME INDETERMINATE. 


83. Convergendo /\x al limite =0, la formola (r‘) esposta nel nume- 
ro 78 diventerà nello stesso limite 


Fe) Fa) Pe) __ Fx) 


fe) Pe) l'e) PA) 


dalla quale concludesi che se due funzioni reali della stessa variabile x, Kx), 
fix), per un particolare valore x, di a svaniscano insieme con le loro deriva- 
te successive fino a quelle dell'ordine m'”° esclusivamente, il valore della fra- 
Fa 0 
zione -—, che si presenta sotto la forma indeterminata}; sarà fissato dal rap- 
x 


0) 


porto delle due derivate m'"*che prime non isvapiscono per e=%.. Ove poi 
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una sola di queste due derivate si annulli per «=, , il vero valore di quella 
frazione sarà 0 Zero, 0 infinito. Laonde per la determinazione dei veri valori 


SE 7 é . 0 
delle frazioni che si presentano sotto la forma indeterminata — ricaviamo dal- 


la medesima equazione (e) la seguente regola. Allorchèé una frazione Ea) 


f(x) 


diventa 7 per un particolare valore x, di x, bisogna differenziare separata- 


mente è due termini della frazione medesima , e quindi vedere se ambedue le lo- 
ro derivate di primo ordine F'(x), f'(x) si riducano pure a zero per x=Xnj $€ 
ciò ha luogo si prenderanno le loro derivate di secondo ordine E''(x), ["(x), e st 
vedrà se anche queste per la sostiluzione dix, in luogo di x svaniscano insieme. 
Continuando a questo modo, le due derivate che prime non isvaniscono contem- 
poraneamente per x=n Saranno i termini della frazione che dinoterà il vero 


F 
valore di (3) 
f(x 


84. Sieno 1.° 


nella stessa ipotesi, e che potrà essere nullo, fimto, 0 infinito. 


F(x)=!"(142), fa=r, 


le quali, fatto «=, =0, danno 


Fe) MA) _ 0 
fa) 00 
Abbiamo 
1. e 
P(x};= L4 3 fia)=1, 
donde 


e conseguentemente 


2.0 Prendansi 


Pa}=r+t (ar-a—1 et, fia):=a 1 tA 


le quali, fatto x=x,=1 , danno 


lei 


fix) 
Vol, IL 15 


d x.) 
. ‘n 


ci 
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similmente, essendo 


F(a)=1+(ax—a—1)(a+1)x"+ax®", f(=AUa—1) 
sarà pure 
Fa) 0. 
f(x) 0° 


ma poiché 
P'x)=(ar—a—1\a4-1)ax®+2a(a+1)c", P'(22, 
perciò 
Fe) Fa) 0 Pe) aati) 


ZII — _ i 


fa) f@) 0 fe.) 2 


3.° Dal detto finora si rileverà come per e=0 


ee: ee? senta 2senacosr 

ee era) ) TI ___——_——€—< è 
sena cosa x 1 

senxX COST d—--cosv sena così 1 

-— = (i TTTCE sa 
x 2x > a 2a 2 2 


x—senx  1— cose senx cose 1 


23 3x? 6e7 6 76° 
e—e-2r epbe-2 ee? ee 9 
—w_—_—_—_———eete——< ci. —_— i; rec penna] Lema CC si 9 
L_-SenNL 1—-cosa sena cusa 7 
e per a—=f 
lx) 1 cr=-1 1 1 a-1 i 1 
tal, 5 sa er er = -, €C 

Xx-1 CI102x 210 na” n 


85. La regola enunciata sopra (83) non è sufficiente per ogni caso; po- 
trebbe infatti avvenire che il fattore 2—x, comune tanto a Fa) che a fix), 
e per cui queste funzioni si annullano conlemporaneamente col porre xa—=%,, 
si trovi e nell’una e nell’altra innalzato ad una potenza fratta. In tale suppo- 
sizione non mai si perverrà con le successive differenziazioni a spogliare i 


) 


ua . Fa 
termini della frazione da quel fattore, e conseguentemente non mai s'in- 
(a 


\ 
contreranno tali derivate Fx), f(x), le quali non si annullino col suppor- 
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re x=,. A dimostrare pertanto come poter togliere anche in siffatta ipotesi 


la indeterminazione del valore di ni pongasi per più di generalità 
Ha) Peas} 4HHeoalt. 
fa)  Pe—a)+0(u—a,f4+Ra—a) 4... 

dove 


E Bi Vasi aiha PaYg ii 


dinotano due serie , ciascuna composta di numeri positivi , e crescenti. Que- 
è i ._ 0 ) 
sta espressione riducesi a rete sì pone x=x,; ma se invece di porre 


x=%,, sì ponesse r=%, +@, riservandosi a fare ©=0 dopo eseguite tutte le 
riduzioni, per ottenere così il risultamento corrispondente alla immediata so- 
stituzione di x, in luogo di x, si otterrebbe 


Fo PO 4 Qsà + Ro +... 


fo Por 4 +RoY 4... 


Ora possono darsi tre casi: o cioè si ha a>a', o a=2", ovvero a<a'.Nel pri- 
mo caso, avendosi 


Fix) Por + 008-* 4+ Rer-* + cy 


fa) P4QSF+R0 +...” 


; I . CI Po . 
dove aut, fP—a', ya...) Pa, 7 —a',.... sono tutti numeri posilivi , 
fatto o=0, si otterrà per x=% 


Spr 


Nel secondo caso il termine Po*#=P , e perciò fatto @=0 , sarà per x=%, 


Fa) P 
fa) P" 


Finalmente nel terzo caso , essendo 


Fa) _  P4Qoî*|Ro e 
1) — Pat#4 4 R'at +...) 
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fatto @=0, risulterà per =, 


Fia _P_ 
famo 


Nel caso adunque in cui non possa il particolare valore della frazione cal 
x 
corrispondentead x=x, determinarsi mediantela formola (p), pongasi ei 
si sviluppino F(), /(x) secondo le potenze ascendenti di @, si divida uno svi- 
luppo per l’altro, e quindi dopo fatta la riduzione si faccia @=0 ; il nuovo 
quoziente esprimerà il cercato valore. E quisi noti che questa regola ha luo- 
go ancora quando può adoperarsi la formola (); anzi in non pochi casi essa è 
a questa formola preferibile. 
86. Soggiungo ora i seguenti esempii. Si abbia primieramente la fra- 
zione 


Ra) (3a +20)? 
fa) — sr 


e) 


0 
la quale diventa 7 allorchè xa. Sostituendo in essa a-+® ad x, avremo 


(ato) —3a(aq-0)+-20°)} _____ (@—0) _ 
((a+a)}—a? } (Ba'0+-3aw? +0?) 
o—a)o! (af 


= es 3 


Ir tr 


Bad +-3a® +00)" (8 a +3ao ta") 


per la qual cosa, facendo @—=0, si otterrà per 2=a 


(x°—3ar+2a?)? Di LO 


» 
Di 
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Propongasi in secondo luogo la frazione 


Fa) (3ar-2a°—2°) 


IE) z 


(ea) 


P) 


i 0 
Ja quale pure per x=4, prende la forma indeterminata 0° Posto r=4+® , 


avremo 
Bala4a)—20—(a+0f _ (Me=®) _. ov. 
“ci n =(a-®}; 
(aqa—a) w 


per cui , facendo @=0, sarà per a=a 


San—2a°—x°) - 
=, 
I 
TIRI 
\L74} 


Fx) 


87. Se F(x}=w , (\x.)=% , cosicchè la frazione TO) per 2=%, si of- 
x 


fra sotto la forma indeterminata £, poichè si ha 


ed anche 
1 1 
i Fa) _ Fa fe __f@ 


di Fe i PA 
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perciò sarà (83: (p)) 


Fx) Fe) Fx) Fe) _F&) 
= donde 1= e = . 
1 f(2,)” f(£.)° fe) f(@) 
f(x.) ft.) f(2,) 
Che se oltre le F(x), /(®, ); anche le F°(x), /"(x) divengano infinite, s1 dimo- 


strerà nella medesima guisa essere 


e cosi appresso. Adunque la formola (p) somministrerà pure i valori delle fra- 


zioni che si presentano sotto la forma indeterminata 2. 


88. Abbiasi 1.° 
1 
Fa)=l' G): {(}==cota ; 


si avrà (63: 8.0 65: 2.°) 


1 1 
Pa=--.l@=- — 


e perciò (70**) pere—0, sarà 


(- DI seno sena 


Ln senrsenzz=l. 
cola x xv 


2.° Pongasi 
Fa)=e", fix)=e ) 


. . . è 4 A x A o oÀ 
ed m un numero intero immediatamente superiore ad a; si avrà (70; 5.° 6.°) 


FI 1a—2). (ampie, (Met 
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e perciò per ®==00 sarà 


2° co __ d(a1)(a_2)..(a-mt1)_ 
è x ans p* dae 


89. Se il prodotto Fx}. f(x) per 2=x, prende la forma 0x+® , il suo 
vero valore coinciderà con quello del rapporto 22, ovvero ci il quale pre- 
sentasi sotto la forma 0° ovvero È, e che agevolmente si determina median- 


te i metodi esposti sopra (83, 85. 87). Così per e=% 


l'a 1 
ela r)= 0x0 = —=-— =). 
é re 
e per ad 

ar. x° 
rl'a=0XK-o == —_ =—1=0, 

—a 
PRE ar a 

a°l'(1) IN = A —— ——=(ll. 

dre AAT! a 


90. Abbiamo 
LE) 
(Fa) = AA 


quindi se per un particolare valore » di x abbiasi Fx,)=0 e f.r.)=0, ovve- 
ro Fa,)=% e f.ri=0, od anche Y )=t1 e fix.)=%, per determinare il 
vero valore della quantità 


(Fix) 
che si presenta sotto la prima, seconda, o terza delle forme indeterminate 
n°, 41”, 
basterà determinare (83, 85. 87) il vero valore del rapporto 


PLRe)] 
[fix] 
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91. Sia 1.° 


poichè 


) = x=0 , 
[fa)t: 
e quindi 
00001 
2.0 Abbiasi 
Ha)=2, f(® 
poiché 
1 -r 
‘ €) 
dl (2) - LI x mer 
dae a de °° 


perciò per x= , sarà (87) 


Ra) _ l'a) 


[fa)F YI 


e quindi 


r'=o% —e=1. 


3,° Supponendo 


Hoee, fa)= i 


poiché si ha 
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perciò (83) si otterrà per at 


[FA] "© __0 1 


GE (DI poor 
1-% 


e ronseguentemente 


GG f 
ni 1° e 

€ 
CAPO VI 


DI ALCUNE PROPRIETÀ DELLE QUANTITA INVISITESIME, 


92. La quantità infinitesima 8 converga insieme con Fg) al lim.=0 ; & 

dicesi base rispetto a (6), e si reputa di primo ordine: per quello poi che ri- 

i : att Fg) 

guarda F(8), esprima a un numero fisso, e 3 un numero variabile ; se È 

converge al lim. —9 per tutti i valori di 3 minori di a, ed al lim. = per 

tutti i valori di 3 maggiori di a, sì reputerà F(£) essere dell'ordine a. Il limi- 
‘PR > i x i 

te poi dara potrà essere un valore fisso maggiore ovvero minore di zero, 

potrà essere =0, ovvero =% , essendo questi i valori che possono comipetere 


alla espressione indeterminata — , alla quale mai sempre riducesi il limite 


F 
del rapporto i Così 
-& KH i 
per FB)=S8%" si avrà lim, PA tim. ei, 
5) peer . +‘ . FR) _ 4 ef i 
per F(B)= TE) si otterrà lim. a =lim. HA) 20, 


per A\8)="e8/"(8) risulterà lim. da lim. ef ae . 


93. Da siffatte definizioni deducesi che, dinotando con nun numero in- 
tere immediatamente superiore all'ordine a della quantita lan F8., il 
Vol. 18, 
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F8) 
rapporto —— sarà il primo termine della progressione geometrica 


Ea 


pa E2) FA) FE) — F& FA) 


7,3 E dr: 8 qua 


che non si annullerà insieme con #. Inoltre si avranno successivamente 
(83: (p)) 
lim. FB=0, FOL0, 
F(8) 
lim. È =lim.FPip)=0,F(0)20, 


F, F(£) FB | 
lim ne lim. Se ntim E =0, F0=0, 
ec. ec... 

Fe... FUSO F‘0) ù P8) 
lim. — Vi —=lim. —__ = rr, F"(0\=1.2.3,. n Xlim, 
ai E hi 1.2.2...n ila Se eoiDni °° 


dove si vede che le derivate (8), P'(f),..., F (8} svaniscono tutte con 8, 
e che FG) è la prima che non si annulla insieme con 8, e che per conse- 
guenza cessa di essere una quantità infinitesima. 

94. Si propongano le due quantità infinitesime F 2), / 8 una deli’ ordi- 
ne a, l’altra dell'ordine d, e si supponga a<: preso il numero 5 in guisa che 
sia b>z>a, avremo (92) 


lim. —- =0% , lim. —- =0; 
l'ad 


FB; _ (AR 


donde 


Ma ciò non potrà in niun modo aver luogo , ove il valore numerico di /{) 
non divenga pur una volta e non continui poi costantemente ad essere mino- 
re del valore numerico di F(8). Adunque di due quantità infinitesime quella 
che è di ordine più elevato, diventerà fina!mente in quanto al valore numeri- 
co , € si conserverà poi costantemente minore dell'altra che è di ordine in- 
feriore. 

99. Se a, b, c,... dinotino gli ordini delle quantità infinitesime 78); 


423 
PE: 08), e pongasi a<b<c<..., sarà 


FR+SB+0BT... 
una quantità infinitesima dell'ordine a. Infatti essendo (94) 
in Dim 
P Fi lm. —— =... » 
Ff) FE) 


noi avremo 


lim. PEta pelo lim. ( 14 LA gia ina è A 0: 


FA FAIR 8° 
MPT O ci 
e poiché (92) il limite di è=0 se s<a, è=% sez>a, altrettanto dovrà 
dirsi del limite del rapporto 
FRI[E+SA+... 
È bj 


sarà dunque F(8}-+-f(8)+9£1+... una quantità infinitesima dell’ ordine a. 
96. Ritenendo ie medesime denominazioni di sopra, sarà il prodotto 


FB). {11.99}... 


una quantità infinitesima dell'ordine a4+-b+c+... Imperocchè 


lim. 


F(B.{(E.0A)... _,. FB) f(8) 0A) 
3 -— inse 
Ora noi abbiamo (92) 


lim. dai) 00) (o 


BOB 
se <a, 3 <b, 2"<c,..., donde +2 4a Le <a4dtot...; 


w FB} fi) (PF) 
Me 


BB 


sezd>a, 2'>b, 2">e,..., donde 3+3'+2"+... >a4b+et... Adanque 
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anehe il rapporte 


FE).fR).0/p).. 
pera a 


convergerà al lim.=0 se z+z'+z"4...<a+b4c+..., convergera al 
lim. = se 54343"... >a+b+4+c+4..., e perciò sarà (92) 


Fe)-[B)A0).. 


una quantità infinitesima dell’ordine a4+-bD4-c+... 

97. Riguardando la /(£) come base , suppongasi la f(8) appartenere ai- 
l'ordine b; dinoti poi al’ordine della quantità infinitesima F(8) rispetto alla 
base 9(#). Rappresenterà ab l’ ordine della quantità infinitesima /(8) relativa- 
mente alla base 9(£). Infatti 


RO (PON 18) 
Et) pa cor) ‘TAP 


lim. 


(FB) 
Ora, prendendo <a, 2'<}, e perciò z5'<ab, si ha (92) 


; Fk) ) IE) 

lim. —__ 0: 
""\((8) / (RAY 

e prendendo 2>4a, 2'>b, e perciò 22'>ab, si ottiene 
im (LANSA) 


È . n 
(9(6))"/ (FA) 
Lo stesso adunque dovrà dirsi del 


he) 
(0/8) > 


lim. 


e conseguentemente (92) ec. ec... Ds 

Conseguita da ciò che i numeri, dai quali rappresentati sono gli ordini 
della quantità infinitesima f(£) rapporto alie basi F(£), 9(2) stanno fra loro co- 
me b:ab, ovvero come 1:a. Per la qual cosa, se a=1 , cioè se F(#) è di primo 
ordine rispetto alla base @(£), si rimarrà /(8) nel medesimo ordine è tanto se 
sì riferisca alla base F(B), quanto se alla base 9(f). 
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CAPO VII. 


DEI MASSIMI E DEI MINIMI VALORI DELLE FUNZIONI CONTINUE 
DI UNA SOLA VARIABILE, 


98. Allorchè un valore particolare della funzione Fx) sorpassa tutti 1 va- 
jori vicini, cioè tutti quelli che si ottengono facendo variare la x in più o in 
meno di una quantità piccolissima 4, questo valore particolare della funzione 
è ciò che diciamo un massimo. 

Aliorchè un valore particolare della funzione Fx) è inferiore a tutti i va- 
lori vicini, esso prende il nome di minimo. 

Adunque per un massimo fa d’ uopo che la funzione cessi di crescere per 
decrescere, e per un minimo bisogna che essa cessi di decrescere per crescere; 
la qual cosa importa (75) che la derivata passi dal positivo al negativo , o dal 
negativo al positivo, e per conseguenza che per x=x, (x, esprime il valore 
che conviene al massimo o al minimo ) questa derivata (x) diventi nulla o 
infinita; imperocchè dal positivo non si passa al negativo, e viceversa, che o 
per zero o per l'infinito. I valori adunque di x che rendono la funzione mas- 
sima o minima dovranno cercarsi fra le radici della equazione 


P()=0, 
o fra quelle dell’ altra i 


Sia x una di queste radici, il valore corrispondente di Fx), cioè F(x), sarà 
un massimo se nelle vicinanze di x=x, la funzione derivata F°(x) è positiva 
per e=x,—h, e negativa per x=x,+h. Al contrario , F(x,) sarà un minimo 
se la funzione derivata /x) è negativa per «==z,—h, e positiva per 
=2th. 

Finalmente , se fra i limiti x,—hR ed x,+h la funzione derivata P'(2) 
fosse costantemente positiva o costantemente negativa, il valore Fx,) della Fx) 


non esprimerebbe nè un massimo nè un minimo. 
99. Si abbia 1.° 


F(a)=x+px+g, sarà P(e)=2r+p. 


: è a P 
Questa derivata svanisce per a=—5, e diventa negativa per a=— cs, 


positiva per «== — Pia. Adunque la funzione x°+px+g ammette un mi- 
P 3 q P 
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mimo corrispondente al valore di x=— 33 questo minimo.è (> 


2.° Sia 


a dea: a"/ la) 1 a” 1 
Fa=, sara Pa}= — Gi E a LI na 
* 0% ele) ci Ue x | 


I(a) 
À Ne) | Le) 
Questa derivata , la quale si annulla per a— la} è negativa bo 
(e \ 
n Ie) a” o i 
positiva per a— To +4; la funzione adunque — ammetterà un minimo cor- 
i L 
rispondente al valore di ent; questo minimo poi, supposto che a sia la 
‘a 
lee I 
ase del logaritmi , sarà -—= —, 
e) 
3.° La funzione 
Ha Ie) lix 
Fa)= E, dà P@= 10 
È ; 


Ora questa derivata diventa nulla per 2=e: essa inoltre è positiva per a=e—A, 
negativa per 2=e+h; quindi la proposta funzione sarà un massimo per a=; 
4.° Finalmente dalla funzione 


Fa)=2° e", si ha P(a)=e” a°'(a—-a). 


Questa derivata si annulla per e=za , è positiva per x=a—A, negativa 
per x==a+%. Aduoque la proposta funzione per @=@ acquisterà il massimo 
valore a° e. 

100. In altra guisa si può vedere se una radice qualunque x, della equa- 
zione P'(x}==0 dà luogo ad un massimo ovvero ad un minimo nella funzione 
Fa). Infatti, indicando con Fix) la prima delle derivate di x) che non »i 
annulla pel particolare valore di a=x,, noi avremo (79: (177)) 


Aa 
1.2.3...m 
MINE 
1.2.3... 


Fx4 Ax) —Fax,)= Porre fae 
(Fx) +R. Ad). 


Ora supponendo il valore di Ax piccolissimo, il secondo membro avrà il segor 


i; 
* 
3 
È 
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: i; Aa” ‘ndi 
del suo primo termine7>3 F"(x,), e quindi 1.° se m è un numero di- 
spari, questo primo termine cambiando di segno con Ax, lo stesso avverrà 
alla differenza Fx, + A%)—F,), ed il valore Fx.) più grande di (x. — Ax) 
e più piccolo di £.x,+ Ax) ; ovvero più piccolo di fx,—A2) e più grande di 
Fx,+A4%) non potrà rappresentare nè un minimo nè un massimo. 2.° Se il 


ni 


numero m è pari I" (,), e conseguentemente ancora la differen- 


1.2.3...m 
sà Fx +Ax)Ha.) non cambierà di segno con Ax, sarà positiva se 
Foix,)>0, negativa se Fx) <0 , e perciò il valore di F(2,) esprimerà un 
minimo nel primo caso ed un massimo nel secondo. 

Deducesi dal fin qui detto che allorquando un particolare valore a, di 
x, nelle cui vicinanze la funzione f(x) si mantiene continua, fa svanire Îe de- 
rivate di questa funzione fino a quella dell'ordine m°”° esclusivamente , il cor- 
rispondente valore di Tx}, cioè F.x,), non può essere un massimo od un mi- 
nimo che nel caso in cui la derivata che la prima non sì annulla è di ordine 
pari, nel caso cioè in cui il numero m è pari ; in tal caso poi sarà F2,) un 
massimo se F”)(x,) è negativa, sarà Fx,) un minimo se F'"{x,) è positiva. 

Sia per esempio 


F(x)=e"42cosa +e, 
saranno le derivate 


Faje 2ene—e?, P!(aj==e — 2eosa te”, 
Pale +2sena e”, Fra) =e+2c0sa de”. 


Le tre prime si annullano per #=0 , la quarta risulta =4; adunque il valore 
della funzione e' +-2cose +e” corrispondente ad x—0 , ovvero il numero 4, 
sara un mipimo di questa funzione. 

101. Possiamo ora risolvere i seguenti problemi. 

Probl. 1.° Dividere una data retta în due parti tali, che al loro rettangolo 
sia un massimo. 

Sia a la retta data ed a una delle due parti di questa retta, sarà a— 2 l’al- 
tra parte, e quiudi la funziune che deve qui essere un massimo sarà 


Ha)=ra—e=a—a?. 
Differenziando otterremo 


Pla)=a—-2e, P'(a)=—-2. 


Ora osserviamo che pel valore di «= 5 la F(2)=0; essendo dunque che la 
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funzione F'(2)<0, concludiamo che perché si abbia il massimo reltangok 
cercato la data retta dovrà dividersi per metà. 

Probl. 2.° Dividere un numero a in due parti tali, che îl prodotto della po. 
tenza m*'* della prima per la potenza n"? della seconda sia il massimo dei pro- 
dotti che si potrebbero in somigliante guisa formare. 

Sia & una delle parti di a; l’altra sarà a—x, e la funzione che qui deve 
essere uo massimo sarà 


Ra)=a" (aa). 
Differenziandola due volte di seguito , avremo 


P(a)=(ma-ma—no)e"(a—a)"; 


P'(a)= e" (a—a)"(m(m—-1)(a-2)} —2mne(a —x}+n(n—1 )a?). 
Ponendo uguale a zero ciascuno dei fattori della 72), troveremo 


ma 


“mt? 


x x=0, a—=4. 


Il primo di questi valori corrisponde ad un massimo, imperocché sostituende- 


MeI Ql-1gin+n-2 
n» "ad 


(mn) 
quantità negativa: gli altri due valori corrispondono a due minimi allorchè 
ed n sono numeri pari ; come potrà chiaro apparire dall'esame dei coefficienti 
differenziali, o più semplicemente ancora , dal fare nella!"(x)a=-+l, é! 
azatà. 

Probl. 3.° Fra tutti i triangoli della stessa base e dello stesso perimetro qual’: 
quello che ha la massima superficie ? 

Pongasi il semiperimetro del triangolo =p, la base =a, e sia x uno de- 
gli altri due lati; esprimerà 2p—a—« il terzo lato. Chiamando dunque $ le 
superficie, la funzione che qui deve essere un massimo sarà (86**) 


. . Led LI DI LI 
lo nella espressione di F°‘(x), questa risulterà—=— , che è un: 


S=Ha)=Vp(p—a(p_2x}(a+r—p)- 
Per trovare la derivata di questa funzione, innalziamola al quadrato ; avremo 


Pantp—alp-slata—p), W(S=IPalp_ al (_2t (pp 
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ds da da ds S 1 1 
209 e 4 —— —=cF (2)= ——__—_——————_———@k 1|. 
2\a+a—p  p—a 
Pel massimo cercato dovendo essere F'(x)=0, si porrà 


1 2p— 
i =—— , dondea= Li -. 


atLr_p p_ra 


e conseguentemente il terzo lato sarà 


*) Ni: 2 cei 
2p—a__2p—a 
2p—a— ad 


Per la qual cosa , fra tutti i triangoli della stessa base a e dello stesso peri- 
metro 2p, quello che ha la massima superficie è il triangolo isoscele. E per 
verità differenziando di nuovo, otterremo la derivata di secondo ordine 


d°$ ds 1 i S 1 1 

Pe -{ —— — — )+-{ —— +. |). 

da? L 2da\ata—p a) ice +33) 
2p—a 


aula 45 
la quale, sostituendo ad x, risultera=— —> che è una quantità nega- 


2 


tiva. 


Probl. 4.° In una data ellisse trovare è due diametri coniugati che con- 
tengono il minimo angolo. 

Sieno a, b i due semiassi della data ellisse, a‘, 3’ rappresentino due qua- 
iunque semidiametri coniugati della medesima , e 8 dinoti l’angolo contenuto 
da siffatti semidiametri ; dalle sezioni coniche (227**. 228**, 229**) avremu 


a°+b°=a'° 40", a'b'seng==ab. 


. Perlaqualcosa, ponendo =x uno dci semidiametri che si cercano , l’altro 
| verrà espresso da Va"+6*—e*, e conseguentemente la funzione che qui deve 
risultare un minimo sarà 


ab 


na 


Vol. II. 17 
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Differenziandola due volte di seguito , ricaveremo 


ESCO =Pa)=— ab(a’ + Sid . 
dr aa -4+L 2°)? 


dn pla (- +62) (+09) —3axa°+6°—22° I). 
da L'A 4+B_ 2°) 


a luogo alla condizione 


(0) 


4al 
P(a=0, rende positiva la F"(2)ed = ria Laonde nella 


a (PD) Va + 4° 


+ 


pa 
ellisse i diametri coniugati uguali fra loro ed a ft n , conterranno il m.- 


gr (2297). 


nimo angolo cercato, il cui seno sarà 
a' 
__ Probl. 5.° Fra tutti icilindri che si possono iscrivere in un cono retto, de- 
terminare quello che ha il più gran volume. 
Si chiami a l'altezza del cono, è il raggio della sua base, ed x quella 
parte dell’ asse compresa fra il verlice ed il centro della base superiore del ci- 


- i : b nb , 
lipdro; sarà il raggio di questa base== — 2, ela superficie = 
a a” 


moltiplicando questa superficie per l'altezza a—r del cilindre, la funzione che 
quì divenir deve un massimo verrà espressa da 


2 


Fia) E (aa —_9) 


Le derivate prima e seconda di questa funzione sono 


nh? tra cd 


Pia)= > (2ar—32°), P'la)= —, (2aGa;: 


inoltre i valori di x che fanno svanire la /°(x) sono e=0, x= 3% ma il pri 


aa 3 2a 
, ed il secondo la fa risultare=——; 


mo di questi valori riduce la ?(x)a 
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vesto secondo valore adunque corrisponderà al massimo cercato. Quindi si 
rileva che fra tutti i cilindri iscritti nel cono retto quello che ha l'altezza u- 


1 i 
guale ad a— 303% uguale cioè alla terza parte dell’ altezza del cono, 


ha il più gran volume. 

Probi. 6.° Fra tutti è cont retti che possono iscriversi in una data sfera , 
determinare quello che ha la più grande superficie convessa. 

Si concepisca che il semicereh'n CMX (fig. 6.9) facendo ana intera rivo- 
luzione intorno al suo diametro CX generi una sfera; una corda qualunque 
CM genererà la superficie convessa di un cono retto, il quale si dirà iscritto 
pella sfera : abbassando poi dal punto Mla perpendicolare MP sopra CX, l’al- 
tezza di questo cono sarà CP, c la MP esprimerà il raggio delia sua base. 

Ciò premesso, pongasiCX=2a, CP—x; sarà PX—2a—x, MP= V2ua—o”, 
(M=V/2ax. Ora dalla Geometria la superficie convessa di un cono retto es- 
sendo (465°) uguale alla metà della circonferenza della sua base moltiplicata 
per il lato del cono, la funzione, di cui quì si cerca il massimo, verrà espres- 
sa da 


Na) =r Vian. Var dan dar. 
Le derivate prima e seconda di questa funzione sono 


n bada —Bax”, 
pi (x) —_ —- —- 


CT 
Vba lai —2ar* 


n4ba —Bbax) nba —3ax°) 


como 


P'(x)= 


Vha'a —2ax? (4a°x° —Qar) Viu a —2ax' 


; 2 T . 
ed il valore di r= ga mentre annulla la (+, riiuec a — 9 VETla Pia). 


Adunque percliè un cono retto iscritto in una data sfera abbia la più grande 
superficie convessa , fa d'uopo che l'altezza di questo cono agguagli i due ter- 
zi del diametro della sfera. 
Probl. 7. Trovare il numero x, di cui la rarlice a" sia un massimo, 
Pongasi 


sarà 
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Pel massimo cercato dovendo essere F'(x)=0, avremo 1=/'(x), e quindi 2; 
Ora questo valore di x sostituito nella 


1 2” 
x (5) 
Pla)=—2 +(1-M)) SES 


dà luogo ad un risultamento negativo. Adunque il massimo della funzio 


ne x° corrisponderà ad a=e. 
CAPO IX. 


DELLE FORMOLE DI TAYLOR E DI MACLAURIN. 


102. Possono le due funzioni 
(PA), 02) 


considerarsi per guisa, che una si formi (81) della serie 


92) ea Lg) E gllx), ec (5); 
i 1428 LETO 


e del residuo 
3 (34 ch) dr (0) A 
1.2.3....m a ? 
e l’altra della serie 
3° 


£ ! Lal “" Med 11) 
(0), 1 © (0), 1.2 ) (0), 1.2.3 (0), ec. «.(B), 


e del residuo 


n 


“i ( (ex)...(B' 
12.3..m° (62)..-(8"). 


Ciò presupposto, se crescendo indefinitamente il numero m, i residui (0‘), (2° 
convergano al lim.=0, certamente le serie (5), (B) convergeranno la prima 
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al lim.—9(3+h), la seconda al lim.=9(2). Adunque nella supposizione in cui 
ci troviamo, si darà luogo alle due seguenti formole (18) 


h Ufa Lal t/x hi IN» 
o(3+h)=0()+ 7 A+ 3° Atiza? (3)+..., 
Sa di " 2° ui 
=) Ot Ot 0 


Ja prima delle quali è la formola di Taylor,.la seconda quella di Maclaurin. 
103. Risulta da ciò che si è detto nella introduzione al calcolo subli- 
me (22.23) che, crescendo m indefinitamente , le frazioni 


kh gm 
1.2.3...m'1.2.3...m 


indefinitamente si accostano al Zim.=0, qualunque sieno i valori finiti dik, 
s. Laonde iresidui (b'), (B') convergeranno al lim.=0 , ogni qual volta le 


funzioni 


oM(2+eh), ez), 


sieno tali da non aumentare indefinitamente con m : Sebbene poi queste fun- 
zioni, facendo crescere m all’infinito, sorpassino qualunque dato limite , ciò 
non ostante può darsi che i succennati residui risultino ancora infinitesimi, 
abbiano cioè per limiti lo zero, ciò che avverrà quando la forma indetermi- 


nata0Xc = dovuta in tali casi a siffatti limiti, riducasi a zero (88: 2.9). 
104. Nel primo esempio del numero 82 
[r 
na) a > 
l"(e) 


cioè 025). comunque cresca m, si rimarrà sempre finita; perciò lim. (8')—0 
’ P sP ’ 
e conseguentemente 


tm)f Sr 
eue= 


lia e ela 
SS 1 13 Oli 1.2.3 l (e) ui: 
zl'(a) i 5°1"(a) 1a 331(a) 22006 


ASbRE, 1.2 ° 1.2.3 


3 


Z 2° 5 
esititiatiagte 
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per qualunque valore finito di x. 
Nel secondo esempio 


1.2.3...(m—-1)/(e) 


A ET 


e poiché facendo crescere m indefinitamente , cresce all’ infinito (22) il valo 
re di 
1.2.3...(m—1)l{e) 


altrettanto dovrà dirsi di 9("!(ez); ma siccome 


PI 2” 1.2.3....(m—1)I(e) _ LO, 5 d) 
CPriasa (14-62) Aaa di 


certo da z>1—1 finoa z=1 sarà lim.(B')=0, e conseguentemente fra questi 
limiti avremo 


(1-4) =l) +7 SARCA 


x zò 
Li e — Cedesi IAC] 
VA 4-2)=3 gt 5 
Nel terzo esempio essendo 


1.2.8... (m_1)Ke) 


di asi 


sarà 
h m 
+ W 1.2.3...(mA)(e) He) & 
ei 1.2.3..." (+ eh)" —m 14 - 


cp È 
per cui nello stesso modo, che qui sopra; si concluderà che fra i limiti 3 


h us 
ed oa avranno luogo le equazioni 


(z+h)=12) +e) (i; LE 35 —..) 


(+=) + 33 + 


Nel quarto esempio 


#G2=sen ( e+ n a 


e nel quinto 


pe cme ( 4 SE ? 


Ora questi valori mantengonsi finiti, qualunque sia z, mentre si fa crescere 
indefinitamente il numero m. Adunque tanto pel quarto che pel quinto esem- 
pio sarà lim. (B')=0, e per conseguenza 


; 
li 
5 


tiosaat:** 


w 


Da 


1.2.3 


Senso 


. 
gi 


coat + Tan aste 


qualunque sia 5 

105. Potrebbe credersi che la serie di Maclaurin ha sempre g{z) per 
somma allorché essa è convergente, e che per conseguenza nel caso in cui 
tutti si annullano i suoi termini, debba eziandio annullarsi la @(z); ma pure 
non è così. Infatti, ove si prenda 


Q()—e E DI 


in cui il valore di z si suppone finito positivo o negativo, tutti i termini 
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della serie di Maclaurin svaniscono , perchè tutte le funzioni 


0) 90), 00)... 


che sono i coefficienti di questi termini, risultano=0. In tal caso adunque 
la serie di Maclaurin si annulla non annullandosi la funzione stessa. Si 


supponga inoltre 
n°) 


e(=e +e > 


la serie di Maclaurin risulterà convergente (22), e pure la sua somma non 
IN\2 


s? Di & . . ” 
sarà uguale a tutta la funzione e * -+e “‘, ma al solo primo termine e. 


106. Ciò non ostante, quante volte le funzioni @{z) e #(z-+A) possone 
svolgersi in serie convergenti ordinate secondo le potenze ascendenti ed in- 
tere la prima di 2, la seconda di È, queste serie coincideranno con quelle di 
Maclaurin e di Taylor. 

Suppongasi primieramente 


(= +0, 5+4,3°+a,2° 44,544. ..., 
avremo A 
9'(2)}=a,+42a,5+34;2°-+40,5°+..., 
q''(2):=22a.+2.34,5+3.40,2°4-..., 
9!"(-=2.34:+2.3.4a,z+...., 


ec. eC.... 


Ponendo z=0, otterremo 


TN 1 I(\ L tu; 1 
a=90),a. =] q (0),a= 73 7 0)a= 33 $ (0),. ILE) 


e conseguentemente 


2 3 
rà 5 


oa) =00+ 7A0+ + +. 


Suppongasi in secondo luogo 


P34-h)}=bo 40 46 MH: A- ba hH+- 0.3 
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prese le derivate per rapporto ad h, si avranno le 
9'(3+h)=b:+2b h+-3b h'4-4b,h*+ 
0"(3+h)=20 +2.36,h43.4b,h't..., 
(+ A)=2.30:+2.3.40,h+..., 
ec. ec.... 


Facendo h==0, risulteranao 


: bat 1, 1 
b,=0(3),b,= 1° (<).b,= ca ide aa Ca 
e quindi 
h° 
si 
CAPO X 


DI ALCUNK CONSEGUENZE CHE SI TRAGGONO DA CERTE FORMOLE 


ESPOSTE QUI SOPRA. 


197. Si supponga che il numero infero m sta così grande che la quan- 


ua ya — 1 si rattrovi compresa ira i limiti — 1, 1; essa potra (44) sosti- 
tuirsi in luogo di < nella formola 


ana) 
l'alla questa sostituzione, avremo 
Lia=lo) Cole va—1) pu pal ) 
m 2° ty 
e supponendo essere a la base dei logaritmi /, 
=.io) (Gin jan (Va -) 


Ponsasi per esempio 2-10. Estraendo successivamente dal numero 10 cin 
Vol. III. 18 
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quanta qualtro volte la radice quadrata, ossia, che é lo stesso, innalzando 


1 1 
il numero 10 alla potenza del grado "agi, abbiamo dai calcoli di 


Briggs 


V10=1,00000000000000012781914932003235; 

e quindi 
2° 
V10—1=-0,00000000000000012781914932003235, 


54 


2 2 
s( vi ) =0,000000000000000000000000000000008, 


e poichè nelle potenze più alte un maggior numero di zeri precede le cifre 


54 


significative, perciò ritenendo soltanto VÎ0—1, potrà porsi 


Pa ==I(e). 0, 00000000000000012781914932003235. 


2 
Dal medesimo autore poi abbiamo 


52 =0, 000000000000000055511151231257827. 


Sarà dunque 


Ne}=0, 4342944819032518, 


1 
Te = 2,302585092994045, 
tI 


Per mezzo di questi numeri si passa (11°) dai logaritmi Neperiani ai logarit- 
mi volgari, e vicendevolmente. 
108. Nella serie 


{1+2)=4{e) (+5 —..) 
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i luogo di 2 si sostituisca —z, otterremo 


Ui-z2=—l0) (+ a +5 de, ) 


e quindi 
K1+9 Maat (È =20(:+5 +i4.. ) 


Ora, ponendo 


U ; . 1 
/ , risulterà ss—= 
Y 1—-z 


per cui sarà 
(mt) = +0) + alert 
Qm4y | 32m+y) © 52mty) È 


equazione assai acconcia a calcolare quei logaritmi che non si rinvengono 
nelle tavole. Prendasi y=1, avremo 


1 1 i 


dalla quale, se si fa m+1=x", ossia m=x°—1={w+1)(x—1), se ne de- 
durrà 


l'a41)= 2a) —a—1)—2le) (= + BI + eur a ù i 
109. Abbiamo (35. 104) 
e'=cosz-4/—1 senz, 4) 
e*'=coss— /—1 senz; | 
donde 


2eosaeT Ae", an 
(A) 
2QVisenzaze test | 
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Molteplice è l’uso di queste formole; noi qui le applicheremo alla risoluzione 
dei due seguenti problemi: 

Probl. 1.° Esprimere il seno ed il coseno di un arco multiplo mz in funzio. 
ne delle potenze intere del seno e del coseno dell'arco semplice 2. 

Le equazioni {#) danno manifestamente 


en" ==(cosst-y —isenz)"= cosmz+ V—i sen mz, 


ei=(coss—y—Îsenz)"-=cosme—V—i senmz. 


Quindi supponendo che il numero n sia intero e posilivo , avremo 


n —-- mini) . Der 
cos" +mceos”’zseng/—| i cos” zsenz—.., =c0smz + V—1 senmz. 
C08°5 Melye i 3a mm_d, rr è Nar , ni 
SZ — Meos”'zsenzy/ — i n alal z+.,.==cosmi—y —15e% ms, 


comunque si prenda l'arco 3. Nell’ una o nell'altra di queste equazioni ugua- 
gliando le parti reali , ed i coefficienti della espressione immaginaria V=1, 
otterremo (119*) le seguenti equazioni reali che appieno risolveranno il pro- 
posto problema 


mim—1) ._, Mim—f)(m—2)(m--3) l 
COSMEEZ=C08T Ze ——_ cos seentst CC — c0sizsentz-,.., 
2 2.3.4 


mim—1\(m—2, 


sen ma =MC08”!z5eN5— cos”izsen'z+..., 


2,3 
Adunque 
cos2z==t08'z—sen'5, sen2s=Zeosz senz, 

‘ 3 5 
cosdz=cos8°5—3coszsen”3, sendz==3cos*z senz—-sen)z, 
cos4z==cos'3 —Bcos'asen?z 4-sensz, senAz==4cos'z senz—4coszsenis, 
ec. ec,... ee. ec... 


Probl, 2.° Esprimere le potenze intere del seno e del coseno di un arco sem- 
piice z in funzione dei seni e dei coseni degli archi multipli 2z, 32,... 
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S'innalzi alla potenza nm’ la prima delle equazioni (e), si avrà 


mim 1) 


| gen-dev 1 + 


omeos na =(ette ea Lame 


m(m_—1)(m—-2) 


Li 2.3 


gin-9)iv=i a CA Hme ima) gona j 


Ma noi abbiamo 
e"*"*2200$ MZ-4-V—1sen mx, 
e>P=c0s(m—2)34-y —Isen(m—2)z, 
ec. ec. 
emTizzco6—Ms+-V—1T sen—mz, 
en?) inzcos—(m—-2):+V—isen—(m—2)2, 
ec. ec.... 

Adunque sostituendo , sarà 


( \ 
mim 1) 


5 cos(m—4)z+ 


2'cos"z==c0s ms 4mcosim —2)3+ 


mim_-1m_ 
pico ta) costim—6)z+...+mcos—(m_—2)z-pcos-mz+ 


2.3 
+V=î Tcen mz4-m sen(m—-2)z+ Dell senlim—4)z+ 
— 1)(m_2) 
+ pod “ sen(m—-6)c-t... +-msen—(m—2)z+sen—mz ” 


Ora il numero m, che noi supponiamo intero e positivo , può essere dispari o 
pari; nell’uno e nell'altro caso dimostro che i termini che nel secondo mem- 
bro della ultima equazione sono affetti dal yT, si distruggono. Infatti sup- 
ponendo primieramente m dispari, il numero di questi termini sarà pari, e 
lutti quelli i quali si troveranno ad uguali distanze dagli estremi saranno 
uguali ma affetti da segni contrari, poiché dalla Trigonometria si ha che 
\en—mz=—senmz, qualunque sia m; adunque la prima metà sarà distrutta 
dalla seconda , e non vi rimarrà per conseguenza che la sola parte reale dello 
sviluppo. Dippiù nella supposizione in cui ci troviamo, che cioè sia dispari 
il numero m, questa parte reale si comporrà di un numero pari di termini, dei 
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quali quelli che ugualmente distano dagli estremi saraono perfettamente ugui] 
per la ragione che cos—mz==cos mz, qualunque sia m; essa dunque potrà por; 
uguale alla prima metà dei suoi termini moltiplicata per 2. Per siffatta guis 
st! troverà 


2 dla 
2”cos"z =2cos mz4-2m cos(m—2)z + Bel cosm-4)z+..., 
ovvero ancora 
mm_—-1) 


2" cosve—=cosmz+mcos(m—2)z+ 


. 


cos(m—-4)z+.... 


fermandosi all’ultimo arco positivo, il quale è (m—(m—1))z=z. Supponia 
mo in secondo luogo il numero m pari, ciascuna parte dello sviluppo di 2”cos" 
avrà un numero dispari di termini, ma nella parte immaginaria il termin 


medio 
m(m—-1)(m—2).. (— &)) 


2.3... 


sen(m—m)z 
2 
essendo=0, essa in questo caso ancora sarà nulla. Per ciò poi che si appartie 


x 


ne al termine medio della parte reale, questo trovandosi affetto dal cosm—m}= 
==cos0=1, si ridurrà al suo coefficiente , il quale è lo stesso che quì sopra: 
perchè esso è unico nella formola , bisognerà prenderne la metà, quante voli 
voglia sottomettersi al comune fattore 2 soppresso nel caso precedente; po 
tremo adunque, allorchè m è pari, servirci ancora della formola superior. 
mente dimostrata, purchè si abbia l'accortezza di non prendere che la mel: 
del coefficiente del coseno dell'arco nullo, a cui per necessità dovrà giugners 
in questo caso. Laonde a niuno potrà riuscir malagevole la formazione dell: 
seguente tavola 


cos 3==C0$ £, 
2 cos's—=-c0os2z-+1, 
4 cos'z=c0s3z+3c0s 2, 
8 cos'z=cos4z-+4cos2z4+-3, 
16 cos'3=cosdz-|-9c053z-+-10cosz, 
32 cos'z=c0562+ 6cos4z-15c052z-4=10, 
64 cos?z=cos7z+'7c0592-+-21c0s3z+-35c0s5, 


ec. eC.... 
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Passiamo ora ad assegnare la formola che ci dà le potenze intere del seno 
diun arco in funzione dei seni e coseni dei multipli di questo arco. La seconda 
delle equazioni (:') innalzata alla potenza m°"", darà 


min—1) 
2 


2"( y=i)sen”a pes (een) Mi griva___qpig(mo2): vii em va = 
m(m— 1)(m—-2) 
e e 6 
2.3 


(n-6}sv=1 LL DI teme era , 


dove i termini dell’ ultimo membro sono alternativamente positivi e negativi. 
Agli esponenziali sostituendo i loro valori espressi per i seni e coseni , risul- 
ierà 


m(m_-1 ; 
2"(V—1)"sen"z==cosms—mcos(m—2)z+ 2 cos(im_A)z:— 


m(m—1)\(m_2) 
di DE, 


cosim—6)3 +... tmcos—(m—2):Fcos—mzt 


mim_—-1) 
2 


dn 


sen(mA)3— 


+ vai senms—msen(m—-2):+ 


3 


—1)m—2) 
DO = 3 2 sn(—6)5-+..Lmsen (n) Fsca | 


dove fa d'uopo distinguere due casi. Allorchè m è dispari il numero dei ter- 
mini di ciascuna parte dello sviluppo sarà pari, e quelli della parte reale che 
sono ad uguali distanze dagli estremi, avendo il medesimo coefficiente con se- 
gni contrarii , si distruggeranno scambievolmente ; questa parte reale adun- 
que sarà nulla. Non così è a dire della parte immaginaria ; i termini di que- 
sta che ugualmente distano dagli estremi essendo uguali , si aggiugneranno 
insieme : dopo di che, dividendo per 2/1 il primo membro della equazio- 
Li: il secondo ridotto alla sola parte immaginaria, si darà luogo alla seguen- 
te formola 


m(m—1) 


2"'(V—1)r'sen"2=senmz—m sen(m—2)z + sen(m—A4):—..., 


nella quale dovremo arrestarci all’ ultimo degli archi positivi. Questa equa- 
none poi ha il suo primo membro reale, poiché essendo m—f un numero pa- 
ri; (Y1)"=F1, secondo che m—1 è divisibile per2 0 per 4(118°%). Quan- 


3 RR, 0) 
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do il numero m è pari, i termini situati ad uguali distanze dagli estremi ave; 
do il medesimo segno, la parte immaginaria si annullerà , e sussisterà la pa 
te reale con un termine medio contenente il coseno dell’arco nullo; quin 
osservando che in questo caso (Y—1)"=#1 , e sopprimendo nell’uno e nel 
l'altro membro il fattore 2, si otterrà 


= \. min 1) 
4-2" sen"z==cosmz —m cos(m—2)z-}- soi cos(m_A)z—..., 


in cui si dovrà aver l'accortezza di fermarsi al termine contenente il coser 
dell'arco nullo, e di non prenderne che la metà del coefficiente. Maneggiand 
siffatte formole con le indicate avvertenze, senza veruna difficoltà si former 
il quadro che qui soggiungo 


sen 3="s0% 2 
2 sen'35=—c0825+1, 
4 senìz=—sen3z4+-3senz, 
8 sen*z=cos4z—4c0s2:4-3, 
16 sen 's=sendz— Ssen3z+ 1 0senz 
32 sen'3=— costiz4-6cos4z—18c0s23 4-10, 
64 sen:z=—senTz4Tseniz—21sen3s+3bsenz, 


ec. ec,.... 


CAPO XI 


DELTA RISOLUZIONE TRIGONOMETRICA DELLE EQUAZIONI 


e 'utoy_1)=0, L'4Axr +B=0Q, 
110. La equazione 


‘coss-+ / — îsenz)"= cosmz + V—isen mz 


può dimostrarsi eziandio come segue. Abbiamo (53**:(14). (13)) 


(cost V—i senz) (cosz'+ V—fsenz')==cosz coss' —senz senz! + 
+ V=1(senz cosz'+cosz senz')=c0s(:+-2")+V_1 sen(2+2'); 
quindi 
(coss+v =isenz)(cos3' + y=Tsenz')(coss” +y/—isenz")= 
= costs 4242") 4-V—=T sen(3+2'+2"), 


e più generalmente ancora 


fcoss+ V=Tsenz)(cos3' + V/-=Tsenz'} coss'"+ V—1senz""\(coss"!"+ V=iscne) 


= c0s(2+2'+2"4-2!"4+...\+y=isen(z+2'+2"42!"4...). 


Per la qual cosa, se m dinoti il numero degli archi 2, 2°, 2°, 2",..., ed in- 
q ; 8 
sieme si supponga z=2'=2''=2'"=..., avremo 


(cos:t4+ vi senz)m=cosmz4+y—fÎsen ms. 


111. Notiamo inoltre che una qualunque espressione immaginaria 
utvy=1 può rappresentarsi vella seguente forma 


s(cos0 4 y/—Isenb), 


v 
dove 4 esprime il modulo Vu+o (33), e A=are(tang=—). Infatti 
ì i u 


IRIS u v na 
utoy_I =vier( + Vapi ui ) 


Vibo 


Ora siccome ninna delle due espressioni 


u Al 


Ve vr 


può ricevere un valore numerico >, € dippiù 


u ) v ) DE 
(75 +5 a 


perciò di queste espressioni una potrà rappresentare il coseno, è 
Voll IH. 19 


Vaitra il seno 


SI TTT HA, ORTA 


Cna iti ini ai ii 
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di un certo arco @, cosicchè si abbiano le equazioni 


u 
così— Veri? send = ——== 
v 


tang9= - ,é==arce ( tang= :) ; 


Ponendo adunque il modulo Vu*+ della proposta espressione immagina. 
ria=p, sì olterrà 


utvy—1=p(c0804+yY—-1 senò). 
112. Premesse queste cose, poichè la soluzione della equazione 
a'—u+0y-1)=0 
manifestamente riducesi alla determinazione di tutti i valori dei quali è capa- 


ti 


ce la espressione Vu + e V-1, perciò facciasi 


Vu+teV=i=y(coss4+ Vi senz), 


per guisa che, dati u, v insieme col numero intero n, si trovino y, 2. Sari 
(110. 111) 


utvey=1 =w(c080+V—1sen0)=y"(cosnz+ V -— 1sen nz), 
donde 


u==y", così=cos nz, send=sennz, 0+2ma==nz, 
e quindi 


- 0+2mr 
aaa 


Sostituendo questi valori nella superiore equazione, otterremo (53° : (13) 


(14).110) 


n a : 04127 0+2max 
Vu+vVv=1 = { cos 


= Pali e = 


i Imma. I2ma 
=" cos +V—=-i sn - cos = EVI sen 


cicci 
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113. Se v=0, sarà (111) uu, così=1, sen0—0, e 6=0; e perciò 


2ma 
n ») 


n 


LA 2mr DS 
Vu=zu | cos “VIA sen 


e supposto u=l, (1) 
n 2ma 2 
Vi==cos +V—1 sen e 
n n 
Quindi poi 
= I 6 vr GN» I 
Vuto V_1] (07 +V—-î eni )VT, I 
n n 
è (1) 


Va=d Vi ; 
/ 

f14. Se con ksi dinoti quello fra i numeri interi che meno di tutti si 
scosta dalla quantità È , potrà & essere > ovvero ancora < =, ma però per 
poco che si rifletta si vedrà che la loro differenza non potrà mai sorpassare la 


. e . » n 
Ai LU 
frazione >. Ciò posto , se m' rappresenti un numero intero non > 5° quel- 


LU , 
; crcepiani nm, è . n m . 
la differenza potrà esibirsi per — , in guisa che sia — =k-4+-, e perciò 
n n n 


Imre Qua 
—— =2%Mrt —. 
n n 


Conseguita quindi che (53**: (14). (13) 


Mi a 2ma Da ma Im'a a Ina 
VI =cos — +yY-1 sen — = cos +V—=-isen —, 
n n n n 


per cui se nelle (£), (1) si faccia successivamente 


n_-2 n 
m=0, 4,237 9 


allorché n é pari, ed 


ai} dia 
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quando n è dispari, si otterranno tutti i valori delle quantità 


n n Ra 
VutoV_1, Vu, VI, 
i quali saranno in numero==n. 
Si abbia per esempio la equazione 


x5—1=0, sarà e=V1; 


e perciò fatto n=3 ed m_—=0, f nella seconda delle equazioni (€), otterremo 


Ù 


2 2 2 NICO. 
+1, 0085 + Vi sen Fo cos si — Vl sen 
perle tre radici della proposta equazione. Ora supponendo =1 il raggio del 


n 3 
le tavole, il seno dell' arco x =120° 6277 (383*), e quindi il coseno del 


medesimo arco sarà =— -. Adunque quelle tre radici saranno 


deu. LI 
FI, ; 5t 9 VOVZI, 2 3 
Propongasi in secondo luogo la equazione 
LS 
24-10, sarà «=VI; 
e perciò, fatto n—4 ed m—-0, 1, 2 nella seconda delle (£) , otterremo 


Pleo. sa Co. CoA 
+1, cos g tV sen 5 +V1,0os5—V=i sen S=—V31, —f 


per le quattro radici della proposta. 

115. Nella equazione (1) suppongasi v=0 , ed insieme in luogo di u si 
sostituisca —u perché sì abbiano tutti i valori della radice n°” della quantita 
negativa —u, Sarà (111) 


pu, così=—1, sené=0, e 0=+r. 
Per la qual cosa 


Vani ste ia a 
ni è (1) 


Cc E 1)r CREATA ep 


go 1 223) 
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e fatto unt, 
e +(2m +1)" +(2m41) 
V=I == CUS$ sEOME DI Lyn ves 
U”) 
cos PTT - dea ( 
SUA XV-1 ni ’ 
donde 
V=u=u" VZÎ ... (1). 
a E. De 1 
Dicasi &' quello fra i numeri interi che più di tutti sì accosta a Si, potrà 
2m41 
L'essere >, Ovvero < ni , @ la loro differenza 
n 
2nk'—(2m+1) (2m+1)—2nk' 
—_--  ; \overo ———_—_ 
2n 2n 


sarà una frazione avente il numeratore dispari, la quale frazione non mai 
1 : ; ; ; 
sorpasserà 3. Laonde se con 2m'-4-1 si esprima un numero dispari non > n 


2m'41 
2n 


potrà quella differenza rappresentarsi con 


, in guisa che sia 


2m+1 ile 2m' 4-1 


.; —_ . 
zn 2n 


(@0+1)9 1% plent 1)r | 
n n 
e conseguentemente 


Im —; (2m+-1}7 
V=I e Pe avizi e esa 


n 


atti (LoPA EEA )r 
n 


—C08 +V-1i 


Adunque se nelle (1), (17) si faccia successivamente 


2m-p1=1, 3,5, 7,...,n—-1 


TT TTT HE, 17 EIA La 


diari arrendo 
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se nè pari, e 
2np1=1, 3,5,7,...,n 


se n è dispari, si otterranno i valori tutti delle quantità 


V=i, V=i. 
116. Sev non si annulla ed w resti negativa , si dovrà porre 


—utoevzi=—u—v V=-1)=—(cos— yi senò), 
e quindi, fatto 


n 
SEE IEZZO 
V—upoy —i=y(coss—yTi senz), 
sarà 


—utoVTi=—u(così— V—isen)=y"{cos n:—yV—iîsen nz), 
donde (115: (7) 


3 O, 
y=4 V—-I, 3=-. 
n 
Per la qual cosa, si otterrà 
Fame eo Ce ME 6 __ 0Na__ 
V—uwbovZi ==" { cos a V—dsen- V=1 (072). 
n 


4117. Per ciò che rigaarda la equazione 


a+ Ax°4+B0, 
avendosi (161*) 
A VaA=4B ; 
mie = B—- 0 
Xx 3 + 3 se 4 < b) 
ed 
AVEBZAR A° 
Ii deg V=i se be >O, 


. » ‘a i . fall È cà 
nel primo caso essa si risolverà mediante la seconda delle (€‘), ovvero median 


A_ VAa:-JB 


te la (t"), secondo che — a È —5 è>; ovvero <0 : nel secondo caso 
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poi ne somministrerà la risoluzione la prima delle (t”), ovvero ancora la (177), 


A. 
secondo che— gp >, ovvero <0. 
118. Supposto 
x =utoy/—i=p(c0s80+V—i send), 
e fatto #=Y", sarà 
(a°—pcosì—uy —tsen0)(x'—pcosì+uy_isent)=a"—2r x"c0s80+ 17": 


similmente per essere (112: (t)) 


0+2ma De 6+2ma 
azz | cos +V_1sen-=——- |, 
n iso n 
sarà 
0+2mn 04+2ma 8+2mr __ 04+2mr 
T-rC08 1 dini q- roas==> +ry/—isen — = 
n n 

6+2m7 ; 

=r°— 2rxco0s - n 


n 
. Dalle quali cose sarà facile il conchiudere , che ove si abbia il trinomio 
am 2rx"c0s804-r2...(T), 


esso potrà sempre risolversi in fattori reali del secondo grado, i quali abbia- 
no la seguente forma 


642 
a°—2racos ea r2...(0). 
n 


119. Che se (116) 
e'=—utvy/—i=—p(così7 y—-isend), 
fatto come sopra u=r”, sarà 


(1'+pcost—uVT_isen0)(x" + ucos04uy —isen0)=a""+2r"e"cos0+r", 
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ed insieme (116: (12). 115: (&7). 53**: (14). (13) 


( (con y=tsn 9 (co Ente iam L2m+ 5) 
n n n n 
x(—r Cosa ) (a a o I] isen Fonti) n) 
=(— ICE ii —V=isen astuto) ) x 
n 


x (e (co be +VZisen s20+-17 seomb te). 


n 


04+(2m4-1 
FO a 


= a°—2r2x cos 


Quindi si conchiuderà che anche il trinomio 
e"1P2r'x"c08064-r?". . .(7) 
potrà risolversi in fattori reali del secondo grado della seguente forma 


0+(2 1 
a°—2racos ia vl0), 


120. Dal detto nei due numeri precedenti deduconsi le seguenti cose : 
1.° Attribuendo alla variabile x valori reali, i fattori (0), (0’) possono 
struirsi geometricamente delineando un triangolo del quale due lati sieno 2. 


sa LL 0+2mr 60+2m-+1)7 
e l'angolo da questi lati compreso =-——— , ovvero — = inf 
n n 
il quadrato del terzo lato rappresenterà (64**} il rispettivo fattore di secon 


grado. 
2.° Prendendo il lato x per base di tutti i triangoli corrispondenti aid 


versi fattori (Q), (0’), facciasi terminare il lato r costantemente in una estre 
mità E della base x; i vertici di quei triangoli e cadranno sopra la perifer 


descritta dal raggio r , e divideranno questa stessa periferia in parti ugual 
04 Inc 


Infatti gli angoli formati da r con « essendo misurati dagli archi 


+(2m+ 1) 


6 
ovvero #——_ , secondo che la costruzione si riferisce al fattore (0), 01 
n 


vero al fattore (0), pel primo caso ponendo (114) in luogo di m i numeri Ù 
1, 2,..., e pel secondo (115) in luogo di 2m+-1 i numeri 1, 3,5,..., ques 


angoli nel primo caso saranno misurati dagli archi 


0 0+2r 0t4r 8+6r 


13 L) ’ 


n 


gue: 


n n n 


e nel secondo dagli archi 
btr 0+3x 0+5= 0t7x 


“—, ——, 


, 
n n 


È) g0e 


n n 
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Ora la differenza fra due consecutivi di questi archi è sempre la stessa, cioé 


nell’ un caso e nell'altro è = —. Adunque i vertici dei triangoli delineati co- 
n 


me sopra, verranno l’uno dall'altro separati da questa differenza, e perciò 
divideranno in parti uguali la periferia sulla quale si trovano. 

3.° Moltiplicando successivamente i quadrati dei lati che si congiungono 
all'altra estremità E' della comune base «, il prodotto di siffatti quadrati ag- 


guaglierà (1.°) il trinomio 
Ce » 
a"+2r"x"cos0+r", 


nel che consiste il teorema di Moivre. 


4.° Ponendo 6=0, e moltiplicando insieme quei medesimi lati , il pro- 


dotto agguaglierà la radice quadrata del trinomio 
L'L2rc4r?", 
agguaglierà cioè il binomio 
ctr 


nel che consiste il teorema di Cotes. 


CAPO XII. 


PELLE ESPRESSIONI DIFFERENZIALI DELLE TANGENTI, SOTTANGENTI 3 
NORMALI, SUNNORMALI DELLE CURVE PIANE. 


121. Dalle applicazioni delle derivate e dei differenziali delle funzioni 
alle quistioni di Algebra , passiamo ora a mostrare l’uso che si fa di queste 


stesse derivate e di questi stessi differenziali nel 
Geometria. 


risolvere le quistioni di 


Sia LL' (fig. 7.° 8.) una linea curva; la quale abbia per equazione 


Vel. 111. 
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y=f(x) fra le coordinate ortogonali AP=x, MP=y; esprimerà la deriva 
ta y'=f'(x) la tangente trigonometrica dell'angolo MTP che la tangente geo 
metrica TT’ della curva nel punto M fa con |’ asse delle ascisse XX”. Infat 
se dal punto di contatto M si conduca ad un punto , per esempio M', la cor 
da MM', ed alla ordinata M'P' dello stesso punto M' la MQ parallela all’as; 
delle ascisse , sarà 


MQ A4y 
— n= M'MQ. 
MO 4a sal Q 


Ora accostandosi il punto M' indefinitamente al punto M_, l'angolo M'MQ in 
definitamente ancora si accosterà all’ angolo T*MQ = MTP; sarà dunque 


lim. = =y'=f'(x)=tangMTP. 


di 
122. Essendo y=f"(x)= 2 , si avranno evidentemente 
x 

MP__y yde 
tangMTP  dy  dy” 


dr 


la sottangente TP= 


Tarta. ?d, z d Ca 
la tangente MT = V(MP)}+(TP) = Vi4 n =Y Fa. 
y 


MP} 2 
la sunnormale PN = (ME) Mu E ; 
TP yde da 


dy 


ERO ERO: «==; 
Ja normale NN = Vania PE, SI, 
x x 


123. Dinotardo con £, n le coordinate della tangente TT’ o della por- 
male NN’, poiché queste rette passano pel punto M di contatto , il quale ha 
per coordinate £,Y, fa equazione dell’ una o dell'altra delle medesime rette 
avra (135**) certamente la seguente forma 


n—y=a(f—2); 


di 
ma per riguardo alla tangente la quantità a=tangMTP= DE; e per rispet 
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to alla normale a=tangMNX==—tangMNT=—cotMTP=— a a 
tangMTP 


1 da o 
-— — =— —. La equazione adunque della tangente sarà 


°° dy dy 


da 
n—y_£—x 
if — —— — XX L'AÙ OI 
n_Y (@—x), ovvero ras 
e quella della normale 
dr n_-Y Lx 
—y= 7 (67 io eri 
n_-Y i, (£—x), ovvero da î 


124. Applichiamo ciò che è detto alla cicloide. La equazione della ci-- 
eloide è (154**) 


Dar—e* ecu 

y==a are (cn vare ) FP V2ar—a, 
nella quale a rappresenta il raggio del cerchio generatore, e le coordina- 
ie AP=x,MP==y (fig. 9.°) si contano dal vertice A della curva. Differenzian- 


do questa equazione otterremo (63: 11.°) 


ad Vara? 
a 


(a-x)dx 


Ma noi abbiamo (63:6.°) dVIar—r= -, Sarà dunque 


la equazione differenziale della cicloide. 


Pani 
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Che se la origine delle coordinate si stabilisca nel principio della bas 
in C, cosicchè x rappresenti la nuova ascissa Cp, ed y la corrispondente or 
dinata Mp, sarà 


AP=AB—Mp=2a—y, ed MP=BC—Cp=ar—e: 


esprime 7 la semiperiferia del cerchio che ha il raggio = 1. Per la qua 
cosa, sostituendo nella superiore equazione 2a—y ad 2, edar—x ad y,s 


otterrà 
Y 
da—=d: 
sei i, ° 


che sarà un’ altra equazione differenziale della cicloide. Quindi attenendue 
a questa equazione, avremo 


dx Y dy 2a—y 
N55) da =v( y/° 


€ perciò 


la sottangente Tp=y nf (4) x 
la tangente MT =y V(i+ a) =y \/ n) i 
la suonormale pN=y NES = V2ay—y è 


2a 2 lia 
la normale MN= y (+ =y V(È ==V2ay. 


Da questa ultima espressione evidentemente deducesi che /a cic/oide 
un suo punto qualunque (x,y) ha la normale uguale alla corda che sottend 
nel cerchio generatore l'arco intercetio dalla base e da quel punto, € ch 
per conseguenza la corda che sottende quel supplemento di questo arco che da 
punto (x,y) si prende fuori della cicloide, risulta tangente a questa curvi 
nel medesimo punto, i 

125. Per un secondo esempio propongasi la equazione della logaril- 
mica 


a 


y= ba', 


e 
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Differenziandola , otterremo 


U(a)_ È 
dy = Ma; bac dx, 
e 

da cui ricavansi 

di l'a). : de 1 

ey _ A) bac, — & A ” 

de € dy (0) ba 
e quindi sarà 


la sottangente = 


c 
l'(a) 
la tangente = Vi act (75) ;j 


l'(a 27 
la sunnormale = ‘a bar, 


4 l e 
la normale = da” 1+ (0) ba, 
e 


dalla prima delle quali espressioni deducesi che nella logaritmica la sottan- 
gente è una quantità costante. 

126. Finora abbiamo supposto le coordinate ortogonali : contenga ora 
la ordinata obliqua Mp=y, (fig. 7.° 8.°) l'angolo MpP==e con l’asse AX delle 
ascisse, e sia la corrispondente ascissa Ap=x,. Abbiamo 


y=y,senc,a=x,-y,005c , 


dy=senc dy,,de=dx,+-cosc dy, - 


Adunque 
d d 
tangMTp = TA = ici ; 
de  da,+coscdy, 
Quindi sarà 
yda da, + cose dy, y,dx, 
Tp-TP—pP— —— = LT LI Lycos = — 
p=TP—pP= di y,cosc== Yy,sene i y,cosc da, * 


sarà cioè pel caso delle coordinate oblique la sotlangente della medesima for- 


TRI ne mimi ET REED 
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ma che pel caso delle coordinate ortogonali. L' istesso ha luogo per la re 
ta AT; imperocché 


yda 1 se di 
AT=TP_AP="® aa, jsene ir | —x,—y,cose= ye, x, 
dy sencdy, ? ‘ 


Parimente se con &,, n, si rappresentino le coordinate oblique dell 
tangente TT' supponendo che queste coordinate contengano lo stesso ango 
lo c, si darà luogo alle seguenti equazioni 


n=n,senc, &=t ,4-n,cosc, 


per cui la equazione della tangente sarà in questo caso 


senc dy, 


njsenc—y,sentz _—__—— 
dx,+ cose dy, 


(E, 4n,cose—x,—y,cosc), 


la quale manifestamente riducesi alla seguente 


dy 
n_y= 7a ( Lx, }, 
N 


che è della medesima forma di quella che si ottenne nella supposizione 
delle coordinate ortogonali. Agevolmente ancora potremmo quì assegnare | 
valori della tangente MT, della sunnormale pN, e della normale MN in fun- 
zione delle coordinate oblique %,, Y, ma lasciando da parte tali ricerche, 
le quali certo non abbisognano di ulteriore dichiarazione, soggiungeremo 
alcuna cosa dei valori di quelle rette nel caso che la curva sia riferita a 
coordinate polari. 

127. Le relazioni che esistono fra le coordinate rettilinee ed ortogona- 
li AP=x,MP=y (fig. 10.°) e le coordinate polari AM=z, MAX—=6; o an- 
che AM=z, MAX'=6 di un punto qualunque M della curva piana LL’, so- 
no (250**) 


a=zzeosazt-zcosì, y=zsenw=zsent , 
le quali differenziate daranno 
dr=cosods—zsenode=zsen0d9—cosìdz , 


dy=senedz+-zcosedw=3c086d0 4 senddz. 
Adunque 
dy zcos0d04senédz 


t I asi i 
angMIP da © zsendd0—cos0dz ’ 


I RRIPE EE 


zsendd0—cos0dz 


yda 
te TP= —— =zsen ——_—_—@6 
la sottangente dy si zcos0d0+senbdz” 


e così pure si otterrebbero le altre linee, la tangente cioè, la sunnormale, 
e la normale. 

Ma nelle curve riferite a coordinate polari si suole per più di sempli- 
cità valutare la sottangente sopra una retta DE che pel polo (in tal guisa sì 
chiama nel caso di queste coordinate il punto A ) si conduce perpendicolar- 
mente al raggio vettore AM; cosicchè gli estremi della sottangente medesi- 
ma sono in tal caso la intersezione t della tangente con la succennata retta 
perpendicolare , ed il polo A. Volendo adunque in tal caso determinare i 
valori della sottangente, tangente, ec. dovremo supporre nelle superiori 
equazioni retto l'angolo 6, per cui si avranno sené=1, cosìò=0, e quindi 


saranno 


d 240 
tangMtA— sus , tangAMt=c0tMtA—=-— , 
3d0 da 
5°d0 
la sottangente tA = rai, 


neo 


3240” 


la tangente Mi=p (AM) +(A) =s4/(1+ e J 


128. Propongasi la equazione 


== 


2r 


nella quale il raggio vettore z cresce o decresce nella medesima ragione che 
l'angolo 6; sarà z=0 allorché 6—0, e di qui ambedue queste quantità cre- 
sceranno insieme all’ infinito, La curva dunque che corrisponde alla pro- 
posta equazione , cominciando dal polo A ( fig. 71.°) e da questo sempre più 
scostandosi si ravvolgerà incessantemente aitorno alio stesso A. Ora se si 
cerchi il valore della sottangente tA, avendosi i 2r, sarà 


- 
5 


2 


tA=-2r3°= 
hà 2 


Fatto 6=2#, risulterà la sottangente =27; e generalmente fatto 4=2mx 
(esprime m il numero delle rivoluzioni fatte dal raggio vettore 2) , si avrà la 
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sottangente=m. 2m, uguale cioè alla circonferenza del cerchio, che ha il 
raggio=m.1, moltiplicata pel numero delle rivoluzioni fatte dal raggio vet- 
tore. La curva della quale ora abbiamo parlato fu da Conone di Siracusa im- 
maginata, ed è una di quelle che diconsi spirali: essa può concepirsi come 
generata da un punto mobile, il quale nel medesimo tempo che il raggio vet- 
tore fa una intera rivoluzione, percorra su questo stesso raggio vettore con 
moto uniforme una lunghezza =1. La ricerca poi delle principali proprietà 
di questa curva noi la dobbiamo ad Archimede. 


CAPO XIHL 
DEI DIFFERENZIALI DI UN ARCO, E DI UN'AREA CURVILINEA. 


129. Se un arco MaM' (fig. 7.° 8‘) indefinitamente decresca , Ja ragione 
dello stesso arco alla corrispondente corda MM' si accosterà al lim.=1. 

La ordinata M’P' incontri la tangente TT' nel punto Q'; avremo (121 
nell’una e nell’ altra figura 


d- ; Visco dy 
00'=MQ any OMO'=Az È, 


donde 
dy Ay 
lati + ri , + 
M'Q'=+(00'—M'0)=t+tAx > gg 2a) 
Inoltre 


ii na d 2 
MQ'— V(M0) +02) =424/( 1+ SI 
Digista af Ay? 
MMW'=V(mQ, +M0f=Ax UV ( 14 Ta 
Per la qual cosa, sarà 
dy __ Ly O dy? 
M'o'+Mo' _ i) +V/(t+ 2) 


MM' — Per 
N(HÉk) 


FT 
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e passando al limite si avrà 


Ca dy Ji 
M'0'4MO'_ DIE da #V(1 +4, 


MM — 
VE) 


Ora noi abbiamo 


lim 


MM' _MaM' __M'0'+MO' 
MM' © MM MM' 

; .. MaM’ MM' MO +MO' 
Contenendosi SARE la ragione <r fra Fui! ,e nn che nel 


U 


limite è==f, sarà eziandio lim. “ne =. 
130. Pongasi ora l'arco LM=s, perchè si abbia MaM'=/s. Dal detto 
nel numero precedente si avrà 


M CLEAR Ls 
n 


"any(i 


Ora l'arco s dipendendo dall'ascissa x, è funzione della stessa &. Sarà dunque 


ds 
i= CE ) 
d 2 
N45) 
Hi hi 
e quindi 


dy? —_- 
arde f( 1+ a = Vdr'+dy. 


131. Sostituendo in questa ultima equazione i valori dei difierenziali 
de, dy in funzione degli altri de,, dy, (126), avremo 


ds= V da+dy"+2dx,dy,cosc, 


la qual formola darà il differenziale dell’arco s, allorchè il punto M si trova 
determinato dalle coordinate oblique 7, y- 
Vol. INI, 24 
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Dippiù se in quella medesima equazione si sostituiscano i valori degli 
stessi differenziali dx, dy dati per le coordinate polari z, @, ovvero z, 0 e per 
i differenziali dz, de, ovvero dz, d0 di queste coordinate , otterremo (127) 


ds=V dz +2 do° —V di 4240. 


132. L'area curvilinea LMPR si chiami % ; sarà l’area MaM'P'P= AS 
inoltre V area del trapezio MM'P'P pongasi =—a, e quella deli trapezio 
MO'P'P—o'. Si otterrà 


_ PP' i VIN, LAS NY 
= MPW'P= 3 (24y+ 4), aprir ce 


Pp' Ax dy a' Ax dy 
=—— IPy——{ 2 — —_— = = 
È 2 MERE) 2 ( vTAe n), Ax yt 2 da 
donde 
LI 
lim. È =tim. x SH 
E, 


Ax 


5 I 
Ma il rapporto SÈ è compreso fra i due rapporti —, ea Adunque sara pure 


ce Ax 


e quindi 
dS=yda. 
133. Se l'arco LM (fig. 12.5) è terminato dalle ordinate oblique Lr. 
Mp=y,, conducendo le ordinate ortogonali LR, MP=y, e ponendo |’ arca 
LMpr=2,, avremo 
yy, cos € 


9 +LRr. 


>,=LMPR—MPp+LRr=3 


Differenziando questa equazione , ove si rifletta che il triangolo LRr può con- 
siderarsi come una quantità costante , risulterà (126) 


(H035 cOSsc 
dZ=d2— 7 Uyy)=ydo— — dgy)= 


cose senc ,, , 
=y,senc(da + dy cose) = diyf)= 


==y,senc(di, + dy cosc) —y,cose senc dy =y,da,senc. 


163 
Nella stessa guisa potrà determinarsi il differenziale del settoreALM(fig. 10,5) 
compreso dai due raggi vettori AL, AM—=z, e dall'arco LM. Infatti i condu- 
cendo le ordinate ortogonali LR, MP—y , e ponendo il settore ALM=s5, sarà 


s=LMPR--LRA—MPA=S+LRA— I 
Considerando il triangolo LRA come una quantità costante, e prendendo i 
differenziali , si otterrà 


xdy+yda __ yda—xdy 


to>-bo 
ds=d%— -d(xy).=yda— 
3U(y)=yde 3 a 


Ora sostituendo nel secondo membro in luogo di y, x, dy, dx i rispettivi va- 
lori esposti sopra (1277) risulterà 


2°do  2°d0 


CAPO XIV. 


LI 


DEGLI! ASINTOTI DELLE CURVE PIANE, E DEI PUNTI 
D'INFLESSIONE DELLE MEDESIME. 


134. Cercando le diverse posizioni che prende la tangente ad una cur- 
va piana, allorché il punto di contatto si allontana di più in più dalla origine 
delle coordinate, potrà conoscersi se questa curva ha, come la iperbola, delle 
rette per asintoti, e nello stesso tempo determinarsi la loro posizione. Infatti 
inuna curva per esempio LL' (fig. 13.°), la quale ha un asintoto SS’ a misura 
che il punto di contatto M si allontana dalla origine A, la tangente MT si av- 
vicina a questo asintoto, ed i punti T, D s’inoltrano rispettivamente verso i 
punti S, D', in guisa che i valori delle rette AS ed AD' possono considerarsi 
come limiti che i valori delle AT, AD non oitrepassano e neppure raggiun- 
gono, quantunque ad essi sempre più si accostino. Conseguita dal detto, che 
per conoscere se una data curva ha degli asintoti, fa d' uopo esaminare se le 
espressioni delle rette AT, AD relative a questa curva sono suscettibili di li- 
miti finiti; imperocchè se tali limiti esistono, costruendoli, noi verremo in 
cognizione dei punt: S, D' per i quali facendo passare la retta SS, questa sa- 
rà l’ asintoto cercato. 

Ora le espressioni delle rette AT, AD si deducono dalla equazione della 
tangente (123) facendo in essa successivamente n=0 , £=0 ; imperocchè il 
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particolare valore deli’ ascissa $ corrispondente alla ordinata n==0 sarà quello 
di AT, ed il particolare valore di n corrispondente a £—=0 esprimerà quello di 
AD. Ciò posto, si avranno 


E quì si noti 1.° che nel caso in cui uno dei limiti di AT, e di ADri- 
sulta finito e |’ altro infinito, l’asintoto è parallelo all’ asse, sul quale si tro» 
va quest’ultimo. 2.° Che allorquando i limiti di AT, e di AD risultano tatti 
e due infiniti, la proposta curva non ammette asintoto alcuno. 2.° Che nel 
caso in cui tutti e due questi limiti sono nulli, l’ asintoto passa per la origine 
degli assi : per determinare poi in tal caso la direzione dell’asintoto fa d’uopo 


d 
cercare il limite di DI , poichè rappresentando (121) questa funzione la tan- 
d 


gente trigonometrica dell'angolo che la tangente geometrica della curva nel 
puoto (x, y) fa con l° asse delle ascisse, quel limite ci farà conoscere la tan- 
gente trigonometrica deil'angolo che l’asintoto contiene con questo stesso as- 
se. 4.° Che a non tralasciare alcuno degli asintoti che la curva proposta dere 
avere, bisogna supporre successivamente le coordinate x, y infinite, e sosti- 
tuire nelle espressioni di AT, e di AD ciascuno dei differenti risultati che si 
ottengono nell’una e neli’ altra ipotesi. 

135. Applichiamo quanto abbiamo esposto finora ad alcuni esempii. Per 
le cose dette nelle sezioni coniche (196**. 215°". 234**) chiaro apparisce che 
le equazioni di queste curve possono rappresentarsi generalmente con 


y=px+-q2°, 
dove p esprime il loro parametro; ma nella parabola g=°0 , nella ellis- 
se qe=— Lan e nella iperbola =: dinota 2a l’asse trasverso; inoltre le 
2a 
ascisse si computano dal vertice di questo asse. Ciò posto, differenziando que- 
sta equazione , avremo 
2ydy=pdx+29xda , 
e quindi 
dy_p+29c da __ 2y 
de 2y ’ dy  p+29e 
VIa PI TIA) 
dy  prgr pt29e 
edy — pe+2q0° — pr+2ge* 
di 29 2Vprtge” 


LI 
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—.  pr+2qe° pa P 


Lie eee e EE ——___—__ 


Ora gl’ultimi membri di queste due ultime equazioni , allorché in essi si sup- 


pone 2=00 , diventano”, 3vr Adunque per le curve coniche si avranno 
nt Apart 
AS= agi Pa a; 


Quindi si deduce che la parabola , nella quale g=0, non ammette asintoto al- 
cuno, perocché relativamente a questa curva le espressioni di AT e di AD di- 
ventano infinite insieme con x (134: 2.9); dippiù la ellisse, iu cui q<0, eda 
non può supporsi = , neppure ammetterà asintoti. Resta dunque, come già 
sisapeva, che la sola iperbola, in cui g>0, ammetta asintoti. 

Per un secondo esempio proponiamoci la curva che ha per equazione 


c-Zaxy+y=0; 
avremo differenziando 
xda—ayde— axdy+ydy—0, 


donde 


cette 


ydr y—-axy 2axry—x 
du apra aya 


vdy __Qxy—a'  y'—2axy 


de Y-ax Y_ax 


ni ce n 2 
ay—a° © 2° —ay” 


d 22 
AD=y— — J Yy— Lili = 204 Fam, = . 
di Y — dx y — ax 
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Per trovare ora i limiti verso i quali tendono siffatte espressioni di AT , edi 
AD al crescere di y, bisognerebbe sostituire in esse il limite di questa varia- 
bile, e perciò correrebbe anche il bisogno di conoscere antecedentemente il 
suo valore espresso per x; ma può supplirsi a tutto questo pel presente esem- 
pio con un artificio analitico semplicissimo. Se si fa y=tx, la proposta equa- 
zione diventa divisibile per x°; essa per conseguenza darà 


Fat 
desta 
i+e 


Ora osserviamo che la supposizione di t=—1 rende infinita la variabile x, 
e dà y=—x. Nelle espressioni adunque di AT, e di AD sostituendo primie- 
ramente —x ad y, e facendo dopo «=% , otterremo 


AS=—a=AD'. 


Conducendo per i punti S, D' (fig. 14.°) in tal guisa determinati la retta SD', 
questa sarà l’ asintoto dei due rami AL, AL' appartenenti alla curva LAMAL' 
che è quella che corrisponde alla proposta equazione. i 

136. In una curva diconsi punti d’inflessione quelli, nei quali essa ces- 
sa di rivolgere la sua concavità all’ asse delle ascisse ed incomincia a mo- 
strare al medesimo asse la sua convessità ; o viceversa. Prima di venire alla 
determinazione di questi punti, fa d’uopo che, a guisa di lemma, premettia- 
mo la seguente proposizione. 

Una curva presso un dato suo punte mostrerà all’ asse delle ascisse la sua 
concavità , ovvero la sua convessità, secondo che la derivata di secondo ordine, 
che si ricava dal differenziare due volte di seguito la equazione della curva, sarà 
presso quel punto negativa , ovvero positiva. Imperocchè nella figura 7.°, dove 
la curva si vede rivolgere presso il punto M la sua concavità all’ asse delle 
ascisse , essendo 00‘>M'0, e nella figura 8.*, dove si osserva presso il pun- 
to M ia curva mostrare la convessità sua all’ asse delle ascisse , avendosi 


Q0'<M'0; sarà in quella (129) 


dy y AY 
DE 7 DI donde ea >O, 
ed in questa 
dy y_ by 
Ax Fon <A\Y, ossia "np 


Ma nell’ una e nell’altra ipotesi, supponendo che il punto M' indefinitamente 
si accosti al punto M, noi abbiamo 
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Adunque nelle vicinanze di questo punto crescerà i nella figura 7.*, e di- 


minuirà nella 8.*; e conseguentemente 


nel punto M sarà (75) una quantità negativa nella figura 7.*, e positiva nelia 


fa 
8.° Ma nel punto M si converte — in lim. eli Adunque la curva pres- 


so questo punto volgerà all'asse delle ascisse la concavità ovvero la sua con- 


2 


i i, 5 P Y visa 
vessità secondo che la funzione derivata del secondo ordine a? che si ricava 
gi 


dal differenziare due volte di seguito la equazione y=/(x) della curva, sarà ne- 
gativa ovvero positiva. 


137. Ciò bene inteso , possiamo agevolmente determinare i punti d’in- 
2 


flessione nelle curve piane. Infatti, poichè passati questi punti la derivata 74 
che prima di giungere ad essi era, per esempio, positiva, deve divenire ne- 
2 


i DA a ZE: .0Y A x ; 1 z 
gativa ; perciò nei medesimi punti re: o si annullerà , o diventerà infinita : 
Si x 


per la qual cosa, le ascisse x, , alle quali può corrispondere in una curva data 
per la sua equazione y=/(x) la inflessione, dovranno cercarsi fra le radici 
delle equazioni 


d°Y n da” 1 
=['(a) 0, ———_ 0) 
d 2 f ( ) d°y f(x) 


Affinché poi corrisponda realmente la inflessione alle ascisse in tal guisa de- 
terminate , deve inoltre il segno della derivata f(x) mutarsi allorché , invece 
di x, posto 2, +, la quantità infinitesima & da >, ovvero <0 si prenda 
<, ovvero >0. 

Sia proposta la curva 


das) Vaza. 


yzzat a 2 
avremo differenziando 
dy f (a-4x°)Valr' d'y_ 12x?—9a?x 
=ef'(r)=—_ 6 


Ii hip ETTI 
dz ra ai ' da l'a aaa 
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Ora la equazione /"'(x)—0 somministra 


x,=0, L= 9g LES 0! 


ed esaminando il primo valore x, si ha 


: 124° —9a?h 
Patio ga 


ed esaminando gli altri due, sì ottiene 


1243 +18ah?V5+18a°h . 
NI Ge (ia 2) ) 


poichè dunque il primo valore di /"(x,+#) da< diviene >0 (94) e gli altri 
due da > divengono <0 allorchè 4 da > si prende <0; perciò alle tre ascis- 
se 2, corrisponderanno altrettanti punti d’inflessione. Notiamo poi che per ri- 
spetto al primo punto f‘(x,)==1, e per rispetto agli altri due punli f(e)=-1; 


P'a+h)= 


la tangente adunque che per questi tre punti si conduce conterrà con |’ asse 
delle ascisse un angolo semiretto (121), quantunque non sempre dalla mede- 
sima parte rivolto. 

Propongasi per un secondo esempio la equazione 


bi 3 


y=a° (cr e)” : 


differenziandola due volte di seguito, avremo 


__ 3Vanzae d’y ___3Va 


ti Di E e RE (x i 
ri () 2 2 dx? f (2) 4Vi—c 


, 1 
La equazione f’'(x)}=0 non offre alcun valore per x, ma l’altra —=0 s0om- 


fa) 
ministra x,=c. Ora 


3Va 
LI Ve 
f' zu] , 


in cui non può supporsi negativa la quantità h. Conchiudiamo adunque che 
il ramo curvilineo al quale corrisponde la proposta equazione rivolgendo sem- 

ns ; pa 
pre la convessità sua all’ asse delle ascisse, non ammette punto alcuno d'in 
flessione. 
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138. Per ciò che riguarda la inflessione corrispondente alla radice x, 
della equazione f"‘(x,)=0, si noti 1.° che assai facilmente può stabilirsi (79) 
la equazione 


m 


h 
l'et=T> MEA), 


e poichè /‘®(x,-+-eh) nelle vicinanze di x, ha il segno medesimo di /‘z,), 
perciò cangiato il segno alla infinitesima A, non si muterà il segno di f'"(4-h) 
se il numero m è pari; quindi (137) alla radice x, corrisponderà la inflessio- 
ne, ogni volta che la prima delle derivate 


P"(2), f",), f” (2) ‘. 


che non si annulla è di ordine dispari. 2.° Dal detto poi conseguita (100) che 
la f(®,), ossia la tangente trigonometrica dell'angolo che la tangente geome- 
trica nel punto (x,, y,) d’inflessione fa con l’ asse delle ascisse, sarà massima 


n 


ovvero minima. 


CAPO XV. 


DEL CERCHIO OSCULATORE EF DELLE CURVE EVOLUTE. 


139. Suppongasi tirata ad un cerchio una tangente, se il raggio p di que- 
sto cerchio continuamente cresca, se cioè il rapporto — diminuisca incessante= 


mente, quella porzione di circonferenza che si trova vicina al punto di con- 
tatto si accosterà di più in più alla tangente diminuendo nello stesso tempo la 
sua curvatura; questa curvatura poi sarà sensibilmente nulla , ed il cerchio 
nelle vicinanze del punto di contatto si confonderà sensibilmente con la tan- 


gente allorchè il raggio p diventa grande assai, allorchè cioè il rapporto— 

diventa sensibilmente nullo. Per lo contrario, se g diminuisca continuamente, 
34 1 : . Li 

se cioè Il rapporto — cresca incessantemente , la porzione di circonferenza che 


è presso al punto di contatto si scosterà sempre più dalla tangente, e crescerà 
nel tempo stesso la sua curvatura. Adunque la curvatura del cerchio cresce 


1 a 
o decresce col rapporto —, col decrescere cioè o crescere del suo raggio P. 


Quindi si giudicano le curvature dei cerchi essere in ragione reciproca dei 
Vol. IH. de 
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i ed 7 
loro raggi, ritenendo la espressione - qual misura della curvatura del cerchio 
P 


che ha il raggio ="p. 

140. Suppongasi ora che i due punti M, M' (fig. 15.°) che noi dinote- 
remo con (x, Y), (c+ Ax, y+A4y) comprendano l’ arco di cerchio MaM'= A4y 
avente per raggio CM=CM'—; la tangente MT del punto (x, y) pongasi=é, 
la tangente M'T' del punto (v+-A4x, y+ Ay) facciasi —@", e l'angolo formato 
dalle direzioni di queste tangenti, cioè l'angolo TIT’ rappresentisi con (60%). 
Ciò posto, siccome questo angolo ugnaglia 1’ angolo MCM' formato dai due 
raggi appartenenti ai punti (x, 7), (c+A4x, ytAy), perciò, supposto =1 il 
raggio delle tavole , si avrà (391°) 


1 LI 
(06): Ay=1:p, Ax=p(60')ed ; “nr 7 


Ma dinotando con (fx), (0%) gli angoli MTX, M'T'X che fe tangenti 6, 0" fan. 
no con Passe delle ascisse, abbiamo 


(00}=(0x)—(0'2)=A(0a). 
Adunque 


141. Se idue punti (2,9), (r+A4x, y+4y) oltre l'arco di cerchio 4y, 
comprendano avcora l'arco Ma'M'=As della curva y=/(@), accostandosi il 
punto (x+Ax, y+-Ay) al punto (x, y), convergeranno (129) Ay , As alla co- 
mune corda MM'= VAx*+4;" ; e quindi alla scambievole uguaglianza, ir 
modo che sia 


si deduce da ciò che il raggio p si cangia per guisa che la curvatura del cer- 
chio si accosti alla curvatura delia linea y=/(2) presso il punto (x, y). Inoltre 
accostandosi il punto (x-+A.x,y-+A4y) al punto (2,y) convergerà l'angolo A 6r; 
all'angolo 4(7x) (esprime (72) l'angolo che la tangente 7 nel punto {w, y) della 
curva y=flx), fa con l’asse delle ascisse ) , in modo che sia 


Ai6)_d(br)_, 


mn, ni 
Ala)  d(7a) 
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Ja qual cosa dimostra pure il convergere della curvatura del cerchio alla cur- 
vatura della linea y=/(2) presso il punto (x, y). Conchiudiamo adunque che 
la curvatura della linea y=/() presso il punto (x, y) si esprimerà con 


1 6; ; 
lim. - =lim. L(07)__d( 2) se d(t2) ; 


dXY ° dy ds 
i 1_1 : 
e supposto dem. nr na sarà 


ds 
ra dna 


Il cerchio descritto col raggio r dicesi osculatore; esso ha nel punto 
(x,y) la tangente comune con la linea y=f(x) , ed il centro in un punto 
della corrispondente normale ; perciò l’ istesso r dicesi raggio di osculo od 
anche di curvatura. 

142. Presa x per variabile indipendente, si avranno (121. 65:3.°130) 


l'x) dx da 


d(1a)=d arc(tang=f"(x))= 1+/"%) =—, da , 


ini =da dy° 
ds=drVT+f"*(a)=dx ( 1+ 1) 


inoltre per ciascun punto della curva y=/(x) unico è il raggio di curvatura 
rivolto sempre alla parte concava della curva medesima; e poichè questa può 
mostrare la sua concavità all’ asse delle ascisse ovvero alla parte opposta, 
perciò volendo tener conto di siffatte posizioni, quel raggio nel primo caso 
si riguarderà come positivo, e nel secondo come negativo. Premesse queste 
cose, agevolmente intenderemo (136) che la formola (0) si converte nella 


3 
3 aY NI 3 
1+/"(@)) uu de) (de +) _ ds 
troia) __ tari ___d0 Vo 
f'(£) Ly dad y daddy 


da” 
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Ora dinotando con v la normale della curva y=/(2) nel punto (x,y) , ab- 
biamo (122) 


v=1+1" fa (1+ 9) 


donde 
"N 1+1"@)f = dy\° 
() (1+f (x)) "(+ . 


Potrà dunque il raggio di curvatura esprimersi eziandio nella seguente ma- 


niera 
a . G) pre(00): 


I GOMINIZTI 


da” 


143. La equazione della cieloide (124) dà 


di car. 2074 TY a 1 2a—y 


__ Wy aVy___d 
dae fvday °° 
donde 
3 
mae Z2aN: 
(+1) (7 
a CO da 


2 


Y 


Adunque il raggio di curvatura in un punto qualunque M ( fig. 9.°) della 
cicloide è uguale (124) ad MM'=2MN, uguale cioè alla doppia normale. 
Nel vertice A, dove y= 2a, sarà quel raggio = AA'= 4a=2AB, ed 
ivi la curvatura della cicloide sarà minima. Nel punto C, ovvero” nel pun- 
to D, dove la cicloide incontra la base, essendo y=0 , si avrà r=0, e per 
ciò in questi punti la curvatura della cicloide sarà ipfinita. 

144. Nelle curve coniche abbiamo (135) 
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y_pr + qa, Dydy=pdr +2goda , 5 PELLE PA x)= (P seo i 
La seconda di queste equazioni differenziata , darà 
d°y dy° 
spp grti 
da cui sottraendo la terza otterremo 
; d°y ____ (pt+292) 4qy—p° — 4pge—4g”x° 
de 7 ap 4y? 


Nel numeratore sostituendo ad y? il suo valore espresso per @, si dedurrà 


p° 


d°y __ 


ta ; I pa)=— 


Ciò posto , sarà (142: (0')) 


(p+292)° 
y (++ di ETA 


__ Mar 
2 


L'(2) p 


_{4y° + (p+200)_ [4(pe+ge°)+(p+29x)}? 
2p° 2p° 


Adunque nella parabola, in cui g=0, sarà 


_ (i+? ay _ __(po+P) 
2po 2p° 


nella ellisse poi e nella iperbola , essendo rispettivamente qa > , sarà 


ICON) 


I74 
Inoltre rappresentando è il semiasse coniugato dell'una e dell’ altra 


curva , della ellisse cioè e della iperbola, si ha (215**.234**) p= 3 


quindi in queste curve si avrà eziandio 


3 


3 
2 2 ba a 2 ? 4,,2 a È 
a[4y°+4 ca) J [ey +b(0x2p7] 
f_—-———————rTT.-eErore"ee=——e= 


80° —ae 


Che se la origine delle coordinate dal vertice dell’ asse trasverso s’ intenda 
trasportata nel centro, ad x si dovrà sostituire a—x nella ellisse, ed 2—a nella 
iperbola (199**); quindi e per l’ una e per l’altra curva otterremo 


3 
( a+ DI x}? 


asb* 


Finalmente volendosi nelle curve coniche il raggio del cerchio oscula- 
tore in funzione della normale, si dovrà far uso della seguente formo- 


la (142:(0")) 
mc a) ea __ av 


A 


145. Vogliansi ora determinare le coordinate £, n di quel punto, nel 
quale sta il centro del cerchio osculatore; le coordinate medesime dovranno 
soddisfare insieme (123. 141. 150°‘) alle due seguenti equazioni 


d 1 
n Yz = (f_2)=— l'a) E—-2), a 
(ny+E=atar. 


Ora dalla prima abbiamo (£—x)Y=(n—y)?f"(®) ; e quindi la seconda da- 
rà (n-yY+(n—y)f"(a)=r?, da cui si dedurrà (142:(0')) 


(n—y)'= n i) 
Y 1+/" (x) fa 2) 3 


e poiché risulta 
n<, ovvero > yY, 


secondo che la curva rivolge all'asse delle ascisse la concavità ovvero la con- 
vessilà sua, chiaro apparisce doversi verificare 


n—y<, ovvero >0, 
secondo che (136) si ha 


f'(£)<, ovvero >0; 


per la qual cosa, estraendo la radice quadrata dalla ultima equazione , si do- 
vrà porre 


141") _ day? 


SR pe a è 
per cui dalla prima delle (0‘) si otterrà (017) 
4) (+ y 
tf-a=— l'a) fi@= dwd°y 


Eliminando quindi dalla equazione y=f(x) e dalle (0) le coordinate x, y, si 
siugnerà ad avere una equazione n=9 (£), la quale apparferrà alla linea in 
cui si trovano tutti i centri dei cerchi osculatori della curva y=fx). 

146. I raggi dei cerchi osculatori nei diversi punti della curva y=f(x), 
sono altrettante tangenti alla linea n=@0(È). 

Differenziando le equazioni (07) non solo per rapporto alle variabili x,y, 
na per rapporto ancora alle £, n, poichè qui non trattasi di un sol cerchio 
sculatore, ma di tutti quelli che appartengono alla curva y=f.x), avremo 


1+f'°@) 
di—-dy=df— dad ——£ 7 
ini lia) * 


Î —dae=—[" SE Re e LL] xe)dar = 


CARATE: a 
sii è — da— (x)dax ; 
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donde 
A CR Sit 
e perciò 


CL, RREOOOR. SA da (07) 
de — fa) dig . 


Per la qual cosa, la prima delle equazioni (0‘) che appartiene alla direzione 
della normale alla curva y=f(x), che è pure la direzione del raggio del cerchio 
osculatore, potrà scriversi come segue 


Ma questa equazione evidentemente appartiene (123) alla tangente che alla li- 
nea n=9(£) nel punto (£, n) si conduce dal punto (x,y) della curva y=f(2). 


Adunque ec. 

147. Il differenziale del raggio del cerchio osculatore appartenente alla 
curva y=f(x), agguaglia il differenziale del corrispondente arco della linea 
n=o0(£); e perciò lo stesso raggio o agguaglierà il corrispondente arco di que- 
sta linea, o ne differirà per una quantità costante. 

Infatti la seconda delle equazioni (0‘”) differenziata dà 


(n—-y(dn—-dy)+(E—2)(df—da)=rdr; 


le equazioni poi (077), (07) somministrano 


dn dé Ta 
mI=E (hi od det 


Quindi avremo 
ni rdr. dé ___fdr. dé 
ala dn(dn—dy)+di(di—da) dé +dn°° 


iui rdr.dn n rdr. dn 
VS india) Fdfde=da)  d&+dn 


Sostituendo siffatti valori nella equazione 


(n-y)4-(f_a)=r°, 
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si otterrà 
rdr? poste 
ipa =r?, donde dr=vd+dn°. 
Adunque (130) ec... 

148. Dalle due precedenti proposizioni concludiamo che ove avvolgasi 
un filo alla curva LM (fig. 16.°), che supponiamo corrispondere alla equa- 
zione n=9(£), e quindi si svolga per guisa che la sua parte libera AB e ri- 
manga tesa e sia sempre tangente alla medesima LM , la estremità del detto 
filo, che al cominciare dello svolgimento supponiamo sulla curva L'M' corri- 
spondente alla equazione y=fw), si troverà sempre su questa curva e la de- 
scriverà. Delle due curve LM, L'M' la prima dicesi evoluta, la seconda chia- 
masi evolvente. 

149. Proponiamoci ora i seguenti esemplii. 

1.° Nella parabola 


E dy p_dy p 
Cl A: va di T9y° prora 
Quindi (145: (0!”)) 
4 3 9 2 p p 
ny > — gra D+ 3205, 
P P i 
e perciò sarà 
4 3 16 6 4 
st ù nî= SEL, a eda—- 5). 
P p 3° 2 


Sostituendo nella seconda di queste tre ultime equazioni ad y° il suo valore 
1 PN} 

a'=— p'( #— 3) , otterremo 

dla (£ 3) ' 


16 N 3 
pesi) 
27p\° 2; 


per la equazione della evoluta della parabola la quale e ancl’ essa una para- 
bola, ma di un ordine più alto, cioè del terzo. 


2.° Nella ellisse (215**) 


dy ba d°y s E 
fe fe = —. 


I, a 
a ' 6 de ay’ da bu te 
Vol. HI, 23 
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Adunque le (07) somministreranno 


b?; 2 2 b? 
Et 
a” a? ba a b° 


e conseguentemente , posto per ragione di brevità , 
a? b= 
b_- FT =m, a— — =", 
a 


si avranno 


n_y È a uN} y° E\3 a 
—=L-,3=-, ovvero {- } =—, {7} =; 
mi bn a mi b? n al 
e quindi sarà 
lai 2 
n\? E\F 
i Ex: =1 


la equazione della evoluta della ellisse. 
3.° Similmente per la iperbola (231°) 


ay 
"CA nile 
si troverebbe 
O- = 
avendosi per questa 
E. vo 


Si b° n— It 7 —_ 
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4.° Nella cicloide (124. 143) 


d pla DENG sd 


Per la qual cosa, le (0””) si muteranno in 


2a—-y\ y? 
—y= (1 - ) 2-2, 
da ati 


2a—y TARE 
t-e=2yAf( y )=avsane. 


Ora la prima di queste equazioni dà n=—y : il segno negativo si riferisce alla 
posizione della ordinata n, la quale cade sotto la base CD (fig. 9.°) della ci- 
eloide ; laonde non considerando che i valori assoluti, sarà 


sin 


n=y, e dn=dy. 
Dalla seconda equazione poi abbiamo 


t=x4-2V2a4—y", 


e quindi 
Zady—2y xy 10 4 (2a—y)dy ydy 
di=da + ———_ =d —— |) +L--= — {== 
: V2ay—y" V \Za=y Viay=y  V2ay—y* 


(a) 


Sostituendo adunque n e dn ad y e dy, avremo 


=Inf (= 


per la equazione della evoluta della cicloide. 

Paragonando questa equazione con la equazione differenziale della ci- 
cloide trovata sopra (124), agevolmente comprenderemo che la tiedcenta ap- 
partiene alla ciclorde CM'A", il cui asse CG è uguale e parallelo all'a:. 45 
della primiera cicloide CAD, prese le ordinate , iu CG, e le asciss. gallo 
le alla base CD. 
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Qui poi notiamo come per passaggio, che condotta nel cerchio genera- 
tore CFG la corda CF parallela al raggio di curvatura MM', si avrà 2CF= 
—2MN=MM' (143); e perché MM' è (147) uguale al corrispondente ar- 
co CM', sarà questo stesso arco CM' uguale alla doppia corda CF. La semici- 
cloide dunque CM'A' sarà doppia del diametro CG, e la cicloide intera qua- 
drupla dello stesso diametro. o 

150. Fecciamoci ora a trovare la espressione del raggio di curvatura 


nella sunposizione che |’ ascissa x cessi di essere variabile indipendente. In 


MESS ; 3 .dY 
tal caso essendo dx anch'esso variabile, nella equazione (0') invece di Da do- 


vrà sostituirsi 


dy 
da __ dady—dyd°x 
da da’ : 
per cui si avrà 
(de 4a _ ds A 
T° dad'y—dyde © dad’y—dydx î 


Nel caso particolare in cri si prende l’ arco s per variabile indipendente, 
come suol praticersi nelle ricerche di alta geometria e di meccanica , diffe- 
renziando la equazione de +dy"=ds°, avremo 


dxd°x + dyd°y=0, 
dalla quale formola ne deduciamo 
dyd'y=—dad°x, dy°d°y=—dydad°z, 
(de°-+dy)d°y=dx°d°y—dydxd°x, 


e quindi 
d’y Py _ dad'i—dyd’a _ VE +0) 


da di  de+de © Vistly] 
si avrà dunque in tal caso 


ds” 1 


——m—m—m ttipcro—tntu,menmiomo È 


ST Vesta Pa\î_ dA? 
(d'a) + (d'y) VI(F) 4(7 
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151. Nella ipotesi pure che la x cessi di essere una variabile indipen- 
dente le equazioni (017) diventeranno 


(de + dy°)dy 


(de +-dy7)dx _ 
dad°y—dyd’x° 


T_T rx = 
Li ded’y—dyd°x° 5 


safl@F1), 


Ora nel caso particolare in cui l'arco s è la variabile indipendente si han- 
no (150) 


detdy _  Vdx+dy 
ded°y-dyd’a (da) +(diy)? 


di V@+ pe Tr VII pi: 
V(d'a)f+(dy)? Vate) 


in tal caso adunque saranno 


da'+-dy da°4-dy 


ya ara Po 
(Pappa 8 (Por € * 


n—y= 


152. Fermiamoci quì per poco ad applicare le formole (0?) , (071) 
alle curve riferite alle coordinate polari 5,0, nelle quali curve, essen- 
do (127) 


a-=-— 30059, y=zsend, 


cessa la x di essere variabile indipendente ma per tale si ha l’angolo 0. Pel ci- 
lato numero 127 avremo 


de’ 4+dy=d+2°d0?: 
dippiù si troverà 
dxd°y—dyd’x=zd0d°2—2d2°d0—2"d6', 
€ quindi sarà 
dz2 +-22d0? - 
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come pure si otterranno 


(d2°-+-2°d0°) (zsen0d0 —cosòdz ) 


MIT Dia 
pg (d2°+°d0°)(zcos0d0+sen0dz) 
ad6d°3—2dz"d0—z?d6* 


Supposto poi 6=90°, nel qual caso le ascisse x si computano dal polo sopra 
una retta perpendicolare al raggio vettore, e la ordinata y è lo stesso raggio, si 
avranno 


a==0, y=2z, send=1, così=0, 


e perciò 
Lu 3(d5° 42° d0°) 
dai sd°z—-2d:—32d6? ° 
(03) 
o (d2° +2°d0*)dz 
E III * 


Propongasi per esempio la curva definita dalla equazione 
i 6 
s==e°, ovvero dalla — =/'(z), 
a 


detta perciò spirale logaritmica. In essa crescendo positivamente l’angolo È, il 
raggio vettore z aumenterà di più in più, di tal che partendo questa curva dal 
polo formerà intorno al medesimo una infinità di rivoluzioni allontanandosi 
da esso indefinitamente, Allorchè poi 1’ angolo 0 cresce negativamente, il rag- 
gio vettore diminuirà di più in più accostandosi la curva indefinitamente al 
polo senza poterlo giammai raggiungere. Ciò posto, una proprietà di siffatta 
curva è che l'angolo (75) formato dalla tangente col raggio vettore risulta sem- 
pre lo stesso; imperocchéè si ha (121) 


! 1 1 dr 
tang(rz)==tang(90°—(rx))=cot(rx)= Mi “i 
dx 


Ora noi abbiamo (127) 


da " zsen0d6— cosddz "i 246 
dy  zcos0d6+senbdz © dz 
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per la supposizione in cui ci troviamo di 6==90°. La equazione poi della cur- 


0 d ._ 3.500 , 
va differenziata dà =, e quindi--_=s. Adunque sarà 


” 
rà 


tang(tz)=a=ad una quantità costante. 


e 


adz . . 
Inoltre dalla equazione d0= — si ottiene 


3 


2 2 
azdz—adz 3 
2, donde 3d°2—=d3°; 


” 


, adz 
e conseguentemente sostituendo dz° a 24°, ed — a dé nelle equazioni (0%), 
z 


(0*) si avranno 
r=7 (140) s =0, f=_. 


Dalla prima di siffatte espressioni ne deduciamo che il raggio di curvatura è 
proporzionale al raggio vettore: dalle altre due poi apprendiamo trovarsi il 
centro del cerchio osculatore costantemente in una retta che passa pel polo 
perpendicolarmente al raggio vettore z, e la distanza di un tal centro dallo 


s dgr ; 
stesso polo essere =—. Quindi il raggio vettore £ della curva evoluta forme- 
a 


rà col raggio di curvatura r, cioè (146) con la tangente, un angolo di cui la 
tangente trigonometrica è (79"*) 


tang(tr)= = do 


Imperciocchè se bene si riguardi alla giacitura delle rette 2, r, £, si farà chia- 
ro che queste danno luogo adun triangolo rettangolo nel quale l'angolo ($2) 
è il retto, e l'angolo (£r) è quello formato dal raggio vettore £ col raggio di 
curvatura r; quindi ec. È dunque la evoluta della spirale logaritmica anch’es- 
sa una spirale logaritmica uguale alla evolvente. 
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CAPO XVI. 


DEI CONTATTI FRA LE CURVE PIANE. 


153. Si dice che due curve si toccano allorchè in un punto comune han. 
no eziandio una tangente comune. Dippiù di tre curve che si toccano in un 
medesimo punto, quella che passa fra le altre due vien riguardata come avente 
con ciascuna di queste un contatto più intimo dell’ altro che ha luogo fra que- 
ste stesse. I geometri pertanto ammettono diversi ordini dî contatto sl quali 
essi giungono a determinare analiticamente per via della considerazione dei 
coeflicienti differenziali, o delle funzioni derivate delle ordinate. 

Dinotando con 


o { RESERO 
y=fx) ed y=9(x) 
le equazioni di due curve riferite ai medesimi assi ortogonali , sia x l’ascissa 


di un punto comune a queste due curve; le ordinate corrispondenti all’ascis- 
sa c++ di un altro punto vicino saranno rispettivamente (102) 


h h? hi 
CRINALE OT 


h h? h° 
qa)+ 1 o'a)t 1.2 q'(x)+ 12.3 '(2)+ cosa 


Ciò posto, se le curve hanno la medesima tangente nel punto di cui l’ascissa 
è x, in questo punto si avrà nello stesso tempo (121) 


[a=%2), e f(2)=9' 2), 


e per esso niun’ altra curva y=J(x) potrà passare fra le proposte a meno 
che non si abbia pure L'(a)=f'(@)=9'(x); infatti la differenza tra le ordinate 
che in queste curve corrispondono alla medesima ascissa 2-+-h può esprimersi 
con 

h? 


1.2 


[0"(a+-eh)—/"{t-eh)], 


laddove, supponendo che non si abbia 4'(2)=/"(x), la differenza tra la ordi- 
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nata della terza curva e quella della prima, verrebbe espressa con 


ENI o 3 
[EH H Tate], 


Lem Ml 


dove e, come nella formola precedente, indica una frazione positiva. Ma egli 
è evidente che, supposto È sufficientemente piccolo, la seconda differenza, fat- 
ta astrazione dal segno , è più grande della prima. La curva dunque yu=l'x) 
per la quale non si ha L'(x)1=/"(€), non potrà mai passare tra le curve espres- 
se per le equazioni 


y=f(x) ed y=6(2), per le quali si ha l'aa). 
Ora due curve che hanno un punto comupe, e per le quali il coefficiente diffe- 
renziale di primo ordine della ordinata ha pure un comune valore in questo 


punto , si dicono avere fra loro un contatto di primo ordine. 
154. Ammettiamo inoltre che per le due curve proposte 


y=f2), ed y=9(x) 
non solo si abbia 
f(x}=%(2), e/"(#)=0'(2), ma ancora f"(x)}=9"{x); 


la differenza tra le ordinate di queste curve corrispondenti all’ ascissa 244, 
verrà espressa con 


h° 
oa le +e) 


mentre per una terza curva y={(x) che non soddisfaccia alla medesima con- 
dizione , per la quale cioè non si abbia ‘'(e)=f"(x), ma che ciò non ostante 
tocchi la prima curva y=f\x), la differenza tra la sua ordinata e quella di que- 
sta prima curva si esprimerebbe con 


h* hi 
1.3 LL @T")]t agli "G+am_[xteh)|. 


Ma, allorché & è piccolissimo , questa seconda differenza è maggiore della 

prima ; la terza curva adunque non potrà mai passare fra le due prime , le 

quali diconsi avere fra loro un contatto di secondo ordine. In questo caso di- 

cesi pure che le due curve sono osculatrici , per la ragione che oltre la tan- 

gente comune esse hanno evidentemente il medesimo cerchio osculatore. In- 
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fatti la direzione della tangente, il centro, ed il raggio del cerchio osculatore 
aa d’ 
non dipendono (121.142) che dalle due prime funzioni derivate Di, Tale 
x° da 


nor snpposizione sono nelle due curve uguali fra loro. Adunque ec. 

+ .cendevolmente , se due curve hanno in un punto comune la medesima 
tangente, ed il medesimo cerchio osculstore, il loro contatto serà di secondo 
ordine; poichè le due prime funzioni derivate avranno necessariamente il me- 


quali 


desimo valore. 
155. Generalmente allora si dice che le curve 


y=f(x), ed y=9(2) 


hanno fra loro in un punto comune un contatto dell'ordine n° quando per 
questo stesso punto n coefficienti differenziali successivi delle funzioni fir)e 
®(a), a contare da quello di primo ordine sono uguali ciascuno a ciascuno; ed 
in tal caso niun’altra linea y=4(x) condotta per lo stesso punto potrà passare 
fra le proposte a meno che i primi n coefficienti differenziali successivi della 
fanzione £() non abbiano gli stessi valori rispettivi che hanno quelli delle 
funzioni f.x) e @(x). Per la qual cosa, due curve che si toccano in un punto 
comune debbono rigoardarsi come aventi fra loro un contatto tanto più inti- 
mo, quanto maggiore è il nu. a TT ee Da eelatHi sure@ssivi ché, 
a contare dal primo, hanno lo stesso valore in ambedue le curve; e conseguen- 
temente questo numero di coefficienti differenziali di ugual valore è quello 
che distingue e caratterizza i contatti di diverso ordine : ciò che riuscirebbe 
impossibile ad ottenersi con la sola geometria. 

156. Notiamo ora le cose seguenti: 1.° Allorchè due linee curve hanno 
un contatto di primo ordine, 0 di altro ordine qualunque dispari, la maniera 
di giacere dell'una per rispetto all’altra nelle vicinanze del punto di contatto 
è la medesima da ambedue le parti di questo punto , e somigliante a quelia 
che si verifica nel coutalio di una retta e di una curva conica; e ciò perché la 
differenza tra le ordinato, che nelle due curve corrispondono ad una medesima 
ascissa diversa da quella de! punto di coniatto, ha per fattore universale h° od 
altra potenza pari di h, e quindi non cambia segno con h, almeno da un va- 
lore di & couvenevolmente piccolo fino a zero. Ma quando il contatto è di se- 
condo ordine o di altro ordine qualunque pari , le due curve realmente s'in- 
tersecano, per la ragione che la succennata differenza di ordinate avendo in 
tal caso per fattore universale h° od aitra poteuza dispari di k, dovrà necessa- 
riamente mutare il segno con È per i valori convenevolmente piccoli di questa 
quantità. 

2.9 Allorché due linee carve sono tra loro in contatto di secondo ordine 
o di altro ordine superiore, debbono ambedue presso il punto comune rivol- 
gere la concavità dalla medesima parie ; imperocchè il rivolgere che una curva 
fa la sua concavità verso una parte piuttosto che verso un’altra si conosce dal 
segno del coefficiente differenziale di secondo ordine che si ha differenziando 


L) 


187 
due volte di seguito la equazione della curva (136). Ora nei contatti di ordi- 


pi superiori al primo , le curve nel punto comune hanno il medesimo coeffi- 
ciente differenziale di secondo ordine. Adunque ec. 
157. Consideriamo ora due curve (fig. 17.) le quali si tocchino in un 
dato punto M ; se da un tal punto come centro e con un raggio infinitesimo 
, si descriva un cerchio, questo secherà le due curve in due punti vicinis- 
simi l’ uno all’altro P,Q, e l'avvicinamento più o meno considerabile di 
queste curve alla distanza £ dal puuto di contatto avrà evidentemente per 
misura la retta infinitesima PQ compresa tra i due punti saddetti, ovvero, che 
è lo stesso , la corda PQ dell’ arco di cerchio che è racchiuso fra le due cur- 
ve: chiamando poi @ il piccolo angolo compreso fra i raggi condotti alle sue 
estremità, questo arco e la sua corda avranno rispettivamente per misura i 


; bia * 
prodotti 8w, 28sen cha Se le due curve cambiano di forma , per guisa che 
toccandosi sempre nel dato punto l' una si accosti sempre più all'altra nelle 
vicinanze di questo punto , i valori della espressione 2Psenzo necessaria - 


mente diminuiranno , la qual cosa dimostra che essa stessa la funzione di 8 
rappresentata per e diminuirà ; e pel contrario se l’ una delle curve si scosti 
sempre più dall'altra, i valori di @ necessariamente cresceranno. L’avvicina- 
mento adunque delle due curve sarà più o meno corsiderabile secondo che 
i valori di @ corrispondenti a dei piccolissimi valori di @ saranno più o meno 
piccoli. Potremo quindi enunciare il seguente teorema: 

Se due curve si tocchino in un dato punto , segnando sulle medesime due 
altri punti situati ad una stessa distanza infinitesima B dal punto di contatto, 
l'avvicinamenta tra queste curve în vicinanza di un tal punto, sarà tanto 
più considerabile quanto più alto sarà l’ ordine della quantità infinitesima ®. 

Infatti questa quantità @ sara tanto più piccola quanto più alto sarà il 
suo ordine (94). 

158. Ciò posto, pasa co 7 Mona Seta anantità infinitesima @, 
considerata come funzione della basc £, per inuicaie cio che dai geometri 
dicesi l'ordine del contatto fra due curve. Sia a quest ordine; poichè il 

1 
senz® 


rapporto ha per limite la unità (70°), il prodotto 


sen — @ ; 
MESS nia 
=2sen 3° 


=@ 


2 


sarà pure una quantità infinitesima dell'ordine a, e percio le espressio- 
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. 1 i aianà ' 
ni Be, 28sen,, ®© saranno quantità infinitesime dell'ordine a+ 4 (96); quin- 


di il teorema: 
Allorehè due curve si toccano in un dato punto, l'ordine del contatto è 


di una unità inferiore all'ordine della quantità infinitesima rappresentata dalla 
distanza tra due punti presi sulle due curve ugualmente distanti dal punto 
di contatto per una quantità infinitesima del primo ordine. 

E quì nop è isutile l’osservare che la retta la quale unisce quei punti 
essendo la base di un triangolo isoscele MPO, ed opposta in questo triangolo 
all'angolo infinitesimo @, sarà sensibilmente perpendicolare agli altri due 
lati di questo stesso triangolo , e conseguentemente ancora alla tangente co- 
mune alle due curve, dalla cui direzione quei due lati di pochissimo differi- 
scono. D’ altronde la superficie del triangolo è uguale al prodotto 


mie — LIOLNR fm 2 
RS a Pag Pn, 


2 


ad una quantità cioè infinitesima dell’ ordine a+2 superiore di due unità 
all’ ordine del contatto delle curve. 

159. Concepiscasi adesso condotta pel punto P una retta PS, la quale 
faccia con la tangente comune un angolo y. Nel triangolo POS il lato QS 
essendo sensibilmente parallelo a questa comune tangente , poichè esso coin- 
cide con una corda che ha i suoi punti estremi sopra una delle curve vicinis- 
simi al punto di contatto, formerà evidentemente con gli altri due la- 
ti PQ, PS due angoli finiti, dei quali il primo differirà pochissimo da un 
angolo retto (158), ed il secondo sarà sensibilmente uguale all’ angolo y. Di- 
notando quindi con è, è due quantità infinitesime, avremo (62°) 


1 ; 
PS:PQ=ssen (et) : sen (vb), 


1 
sen (5 5) i 
28 se 


5) (CAR 


donde si otterrà 
i i 
sen { rt 
e 2 
ps=—_—_—_. PO —=—__k 
sen(y Li) sen (ytî) 


Dippiù abbassando dal punto M sopra PS la perpendicolare MR, per essere 
l'angolo MPS sensibilmente uguale all’ angolo y, si avrà 


MR:MP=seniyt"): 1, 
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e perciò 
MR=MPsen(yti')=fsenyti"). 


Ora i valori di PS e di MR dimostrano ad evidenza 

1.° Che se @ e senco sono infinitesimi dell’ ordine a , che cioè se le curve 
proposte hanno fra loro un contatto dell’ ordine a, la distanza PS sarà un in- 
finitesimo dell’ ordine a+1. 

2.° Che quest'ordine non varierà se , invece di prendere per base l’in- 
fipitesimo del primo ordine MP=8, sì prenda per base la perpendicolare MR, 
poichè questa perpendicolare è essa stessa un infinitesimo del primo ordine 
nel sistema in cui la base è MP ovvero £. 

Per tali osservazioni si concluderà il teorema che segue : 

L'ordine del contatto di due curve piane che si toccano in un dato pun- 
to comune M, è di una unità inferiore all’ ordine della distanza infinitesima 
compresa fra © due punti Ped S, nei quali le due curve sono incontrate da 
una secante che fa un angolo finito con la tangente comune , èn quel sistema in 
cui la distanza del punto di contatto dalla secante suddetta è un infinitesimo 
del primo ordine. 

160. Se le due curve sono rappresentate da equazioni tra coordinate ret- 
tangolari, e se la tangente comune non è parallela all’ asse delle ordinate y, 
supponendo la secante parallela a questo stesso asse , dall’ultimo teorema se 
ne dedurrà |’ altro che segue : 

Ad ottenere l'ordine del contatto di due curve piane che si toccano în un 
punto, în cut la tangente comune non è parallela all’ asse delle y, basterà 
condurre una ordinata vicinissima al punto di contatto , cercando nello stesso 
tempo èl numero che rappresenta l’ ordine della porzione infinitesima di questa 
ordinata compresa tra le due curve nel caso in cui si considera la distanza del 
punto di contatto dalla ordinata come un infinitesimo del primo ordine; un 
tal numero diminuito diuna unità darà l’ ordine del contatto. 

161. Sieno 


y=fix), ed y=0(7) 


le equazioni delle due curve piane; queste avranno un punto comune cor- 
rispondente ad un dato valore di 2, ed in un tal punto una tangente comune 
non parallela all'asse delle y , se pel dato valore di x risultino uguali fra loro 
e finiti non solamente i valori delle funzioni f(x), gx), ma eziandio quelli 
delle derivate f(x), ©/'(x). In una tale ipotesi, la differenza 9(x)—f(2), 
che pel valore di x relativo al punto comune riducesi a zero, rappresenterà 
un infinitesimo allorché @ prenderà un accrescimento infinitesimo ; € quindi 
considerando un tale accrescimento come un infinitesimo del primo ordi- 
ne, l'ordine della quantità infinitesima che rappresenterà il nuovo valore 
di 0(x)—f(x) sorpasserà di una unità l’ordine del contatto delle due cur- 
ve (160). Così per esempio si dimostrerebbe che le curve 


=—L)' +0 y=(e—6) +0 
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hanno un contatto del secondo ordine nel punto in cui l’ascissa «=b. Infatti 
che le curve si locchino è certo perchè per l’ ascissa x=b non solamente di- 
ventano uguali le ordinate y, ma eziandio risultano uguali le loro funzioni de- 
rivate di primo ordine : per vedere poi a quale ordine appartenga il contatto, 
si noti che la differenza delle ordinate corrispondenti all’ascissa e—=d-+A è 
h4—h?. Ora supponendo È un infinitesimo di primo ordine h4—h* è un infi- 
h4—h3 


z 


nitesimo del terzo ordine, perocchè (92) lim. è=—1 se z=3, è-0 


se z<3, è=% se z>3. Adunque l’ordine del contatto delle due curve pro- 
poste , dovendo essere di una unità di meno dell’ ordine di quella differen- 
za , sarà il secondo. 

Supposto inoltre che le due curve si tocchino in un punto dell’ asse delle 
ordinate y, escludendone il caso in cui questo asse sia la loro comune tangente, 
per determinare l’ ordine del contatto , basterà cercare il numero esprimente 
l ordine della differenza 9(x)—(x) considerando l’ascissa @ come una quan- 
tità infinitesima del primo ordine. Si riconoscerà così che le curve y=x*, y=2? 
hanno alla origine delle coordinate un contatto del primo ordine; le cur- 

4 


vey=e"", y=x"" un contatto dell'ordine n; e le curve y=5 , y=24 un 


5 i 
tatto dell’ ordine - —1=-. 
cobiatio deil ordine 4 Y 


162. Se due curve hanno un punto comune corrispondente ad an dato 
valore dell’ ascissa x, ed in questo punto una tangente comune non parallela 
all’asse delle y, con un contatto dell'ordine a, la differenza 9(x)—f(x) per 
quel particolare valore di x sarà nulla, e dinotando con È un accrescimento 
infinitesimo del primo ordine fatto prendere alla particolare ascissa @, la 
espressione 6(x+h)—/(x-j-h) sarà (161) un infinitesimo dell'ordine a-+1. 
Ora esprimendo con im un numero intero o uguale ad a, o immediatamente 
maggiore di a, e di questa espressione prendendo le derivate fino all’ ordine 
(m4= 1)", avremo 


HR) SH), 9"(CAM SN CHA), 9" IMA" EH): 
e) ATI, HEM AEH) ALMA), 


le quali, eccettuatane la ultima , tutte svaniscono insieme con A (93). Adun- 
que oltre le due 


fa)=A2), ['(@)=0(x) 
avranno eziandio luogo le altre seguenti equazioni 


l'aa Ma (ATA), {E 


e quindi in due curve che si toccano nel modo accennato sopra, l’ istesso va- 
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lore riterranno nell’una e nell'altra curva e la ordinata del punto di contat- 
to ,ele funzioni derivate da questa fino a quella dell’ ordine m/*°, il quale o 
esprimerà l’ ordine a del contatto , o a questo sarà immediatamente superio- 
re. Si deduce da tutto quanto è detto finora che ove l’ ordine a del contatto 
sia un numero intero, esso si troverà col cercare fra le equazioni 


faz), fard), AE), ("a } (9), 


la ultima di tutte alle quali soddisfa il particolare valore dell’ascissa x del pun- 
to di contatto. L'ordine delle derivate, dalle quali quella ultima equazione 
risulta, sarà lo stesso che I’ ordine del contatto. 

163. Supponendo che una delle due curve 


y=/(a), ed y=0(2), 


la seconda per esempio, non sia del tutto determinata per la ragione che nella 
sua equazione y=%@{z) vi sia un numero n di costanti arbitrarie, ove queste si 
determinino per via di altrettante equazioni (t), saremo certi chela curva y=@0(2) 
toccherà l’ altra y=f(x), ed evidentemente l’ordine del contatto o sarà <n—1 
ma insieme >n—2, ovvero ancora=n—1. Così se la y=9(x) suppongasi 
appartenere al cerchio , poichè la equazione generale del cerchio fra le coor- 
dinate ortogonali é 


(vb) +(e—ef=r...(1), 
sarà per la prima delle (1) 
(a)-bY+(a—e)=r?.,.(2). 


Prendendo poi i differenziali nella (1), troveremo 


d ; q_e __ a—-c 
de SOTA fer 


nella quale prendendo di nuovo i differenziali, si troverà 


Py ox) (1-0) ‘@)—(f2)D) : 
da OST AT 


quindi per la seconda e terza delle (t), avremo 


fab a) 0) Di 
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donde si dedocono 


a—c=—fi(2)(f(2}_b)...(3), 
SOLA NA_LPAr—e}=0... (4). 


Le equazioni (2), (3), (4) sono sufficienti per la determinazione delle costanti 
arbitrarie 5, c, r; imperocchè sostituendo il valore a—c della (3) nella (4), ri- 
sulterà 


14%) 


PE) ...(5), 


fa)__b=— 


e perciò la medesima (3) si muterà in 


nell iÒÙui 
IX Cc: l'A f"( lea Ja 


e finalmente sostituendo nella (2) questi valori di ((x})—5 e dix—c , Si giu- 
gnerà ad ottenere i 


ll") 

ra) 
Tra il cerchio adunque e la curva y=f(x) vi potrà essere un contatto del se- 
condo ordine. Le equazioni poi (5), (6), (7) perfettamente coincidono con 


le (0'), (0’”) del capo precedente. 
164. Adottenere l’ ordine del contatto dall’ ordine dell’ infinitesimo 


quAR—{x+h), 


(7). 


prendemmo (160. 161) la tangente comune alle due curve nel punto del con- 
tatto non parallela all’asse delle ordinate y. Ma quantunque quella tangente 
sia parallela all'asse delle ordinate , potrà ciò non ostante adoperarsi il meto- 
do dato sopra, purchè si abbia la x per ordinata, e la y per ascissa , ed a 
questa nuova ascissa si rapporti l’ infinitesimo 4. Debbono cioè le equazioni 
y=f/(x),y=@(«) risolversi per rispetto ad x, perché risultino 


a==F(y), e=D(y), 


con che alle formole 


A+ h—-fxt+h), ((2)=0(2), (2)=0 (4), 
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si sostiluiranno le altre 


PY+M)-Fy+h), Fy)=®y), F()=B(y). 
Proponiamoci per esempio di trovare l’ ordine del contatto nelle curve 
3 s 

y=(e_4}, y=(e—b), 
le quali hanno nell’ asse delle ascisse » alla distanza 2=b dalla origine, un 
punto comune. In un tal pupto si ha 5, ==% , e perciò la tangente parallela 
all'asse delle ordinate. Risolvendo pertanto le equazioni rispetto ad x, risul- 
ieranno 

a=b+y), a=b+y}. 

Ora alle equazioni 


Fy)=2(y), L'M)=®) 


i Li VE 
soddisfa la y=0: inoltre #5 — hi è un infinitesimo deli ordine 3 Adunque alle 
coordinate y=0, a—b corrisponderà nelle curve proposte un contatto dell’ or- 
4 
dine nil 
CAPO XVII, 


DELLA DIFFERENZIAZIONE DELLE FUNZIONI ESPLICITE ED IMPLICITE 
DI UN NUMERO QUALUNQUE DI VARIABILI INDIPENDENTI, 


165. Sia u=F(x,y) una funzione di due variabili indipendenti x, y; dia- 
Mo a queste variabili gli accrescimenti simultanei Ar, Ay, l’accrescimento 
Au della funzione sarà dato dalla equazione 


Au=Fx+4x,y+ Ay)—Fe,y)= 
=FKx+4x,y)— 4) FF&+A2,y+ 4y)—K+42,y). 


Ura rappresentando con F'(2,4), F'(x,9) le derivate parziali della funzione 
Vol. IH. 
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F.x,y), prese per rispetto ad x o per rispetto ad y, con F",, (x,y) la derivata 
per rapporto ad € della derivata presa prima per rapporto ady,econe,, € )e., 
delle quantità che svaniscono insieme con gli accrescimenti Ax, Ay, noi evi- 
dentemente abbiamo 


Fix + 4x,y) —F(x,y)=F'(c,y)Ax +e ha, 
F(2+52,j+0y) = Fa4+42,y)=F' (a+ Ax,y)by+-e.2y, 
ed inoltre 
Fado) =F' (o) + Fer tele. 
Sostituendo adunque otterremo 
du=F' (x,y) 0x4, 404-F' (&,))by4-F"! (2,1) Ae Ay te, ArAy te hy, 
ovvero ancora 


du 
dxdy 


d a 
Bu= 3 Lx-p-e. het - 4y+ AxAy+e;AxAy+s,4y. 
x ly 


Adunque, come per una fanzione di una sola variabile (59), anche quì l’ac- 
crescimento Au sì compone di due parti : l’ una costa di termini proporzio- 
nali alle prime potenze di Ax, Ay, ovvero tali che nei medasimi questi accre- 
scimenti Ax, Ay sono affetti da coefficienti che 1.0. sl ainullano con essi; l'al- 
tra costa di termini necessariaminte propos zionali alle potenze superiori ed 
ai prodotti degli accrescimenti Ar, Ay, Ovvero tali che in essi i coefficienti 
€88; dei medesimi Ax, Ay si annullano insieme con questi. Quindi se 
per analogia chiamiamo differenziale della funzione u, e rappresentiamo con 
du, allorchè u è una funzione di due variabili indipendenti ©, y, la parte 
dell’ accrescimento Au che è proporzionale alle prime potenze degli accre- 
scimenti Ax=dx, 4y=dy, si avrà 


Ia 


du du 
du=dFx,y)= n dx + PL 


Adunque è! differenziale di una funzione di due variabili indipendenti è 
uguale alla somma dei differenziali parziali della medesima funzione, presi 
successivamente per rapporto a ciascuna di queste variabili. 

Propongasi ora la funzione u=I(x,y,z) delle tre variabili indipendenti 


£,Y,£,le qualisi suppongano prendere simultaneamente gli accrescimen= 
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ti Ax, 4Y; Az; l'accrescimento Au della proposta funzione sarà 


Au=Fx+A2,44-AYs+ As)-Fx,y,z)= 
=Pa+Ac,y,3)-Fay,3)t 
+F(0+A2,44-Ay,3)— Fap A%,4,3)+ 
+F+ A2,y4- Au + A) Feat A%,4+Ay,3). 


Ma, dinotando con s,, e, €,,... delle quantità che si annullano insieme con 
gli accrescimenti /A\x, Ay, A3, noi abbiamo 


F(x4-(\2,4,3)—H&,y,3)=P (2,43) Ax+e, A, 

Fat Ac,y+Ay,3) Fat Ac,y,3=P(x+ 42,45) Ayte, 4, 

PobAz,y4+Ay, +3) -Fe+Azy+Ay,3)= 
=Plo+AtytAy3)Az+6, 43, 

e dippiù 

F'(&+Ax,y,5)=F'.(1,y2)+F'. (2,45) Ar+e, A, 

F'(c4+A%,y+Ay,3)=F'(e+Ax,y5)+P',.(e+A%,4)Ayt8Ay, 

P'(e4A2,4,2)=P (2,42) +F"'.(x,43)Ax +, A, 


E" (e+Ax,y,)=F"(c43)+F" (e yAr+s Ac. 
Sostituendo adunque otterremo 


Au=P'(£,4,5)4x+ Ax+P'(£,4,3)0Y+P'.(7,4,3)Ax4yte 4xAyke,4y+ 
4-F' (£,4,3)Az4o F', (£,4,3)AxAz+ Ag AzekP',.{%,Y,5)AyA:t 


+P".,{0,Y,3)AXAYyAzt &4x4y4z+8:;4yAz3+6345, 
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ovvero pure 


du 
dady 


2y d°u 


di 
dadz ALDA cArAz+ dydz 


d 
Du TE Ate A+ 7 AV+ Far DTAIPSAAY+e,Ay 


AyAs+ 


d 
+ A+ 
dz 


d° 
+ San AxrAyAz4e ArAyAz+c:AyAz-be;Az, 


e quindi 


4 _ du _ du du 
du=dl‘ WEST, da {- Er dyt EL 


Il cammino per noi seguito a fine di giugnere a siffatti risultamenti, è af- 
fatto indipendente, come si vede, dal numero delle variabili , e quindi noi 
possiamo enunciare il seguente teorema; Chiamando differenziale di una fun- 
zioneu=F/xy,z,. -.\di un qualunque numero di variabili indipendentix,y,z,... 
quella parte dell’ accrescimento Au che è proporzionale alle prime potenze degli 
accrescimenti Ax, Av, Az,..., questo differenziale du saràmai sempre uguale 
alla somma dei differenziali parziali della funzione u , presi successivamente 
per rapporto a ciascuna delle variabili indipendenti , come se le altre fossero 
quantità costanti ('*). In tal guisa avrà luogo in generale la equazione 


(*) Nel caso in cui, essendo x la sola variabile indipendente , trovasi determinata per le se- 
guenti equazioni 
Ray A 
noì abbiamo trovato (65) ancora 


du 


s MI du 1 4 
TI “tig tag 3... 


Questa nitima equazione ha dunque luogo e nel caso in cui di tutte le variabili una sola è indipendente, 
e nel caso in cui esse sono tutte indipendenti. Ma in questa ultima ipotesi dx , dy, dz,... rappresentano 
gli accrescimenti arbitrarii fatti prendere alle variabili indipendenti, mentre nell’altra supposizio- 
ne dx solamente esprime l’ accrescimento della variabile indipendente x; dy, dz,... indicano i differen- 
ziali delle funzioni y, 2,... dello indipendente x dedotti dalle equazioni y=}(x), 2=X(x,,... Un'altra 
differenza più degna ancora di attenzione consiste in ciò che nel secondo di quei due casi la equazione 


pani de, du, 
SES E if Sta zh... 


dleve consrlerarsi come una conseguenza della definizione del differenziale di una funzione di più va- 

r:ctili indinendenti, mentre nel primo questa slessa equazione è il risultato di un teorema necessario 

a dimostrasci ; imperocchè il differenziale du in tal casu trovasi definito @ priori come il limite del 
Au 

prodotto deo ; ovvero come il differenziale della funzione Fa, 9(x),X(x),...) che si otterrebbe so- 


stituendo ad y, 2)... in uzzP(x,y,2,.)iloro valori g(2), X(1),... 
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seguente 


du=dF(x,y,z,...)= Di dn la a+ dat..., 
la quale più esattamente si scrive eziandio nella seguente triplice maniera 
du=dFx,Y,2,.. )eF'(0,4,2, -..)de+F'(2,Y,2,.. )dy+F'(2,4,2,...)dst... A 
du=d,u+d u4du+... 
du= 2 dr + a dy+ Dido. 
166. Soggiungo i seguenti esempii. Si abbia primieramente 


x —qgl! 4) : 
senz i 


si avranno 
3x2] x3—gl' 
ii A d,u=— se dy, du=— ate) cossdz ; 
senz ysenz sen?z 


2'—al'(y) 


de?! 
ae DE) dini dy- —— coszdz. 
senz 


senz ysenz 


Propongasi in secondo luogo la funzione 


= V}); 


saranno 


la 4 LZ CNrei w 
du=(:—Vy) l'(a=Vy)de,du=— Sea dy,d.u=ax—yYy)'dz; 
e quindi 


du=l'(—Vy)(- Vilranz (VA) dyta(—Vj da. 


167. Se le variabili x, y, 3,..., che supponiamo essere m di numero, fos- 


198 
sero ligate fra loro per mezzo della equazione 


4(0,9,3,...)=20, ovvero c=4(Y32,...), 
mi sarebbero le indipendenti in guisa che eliminando x si avrebbe 

u=FJ(Y33,.-.), Y33,-.=P 42,4), 
ed in conseguenza il differenziale totale du si comporrebbe di m—1 differen- 
ziali parziali , il primo preso per rapporto ad y riguardando tutte le altre z,... 
come costanti , il secondo preso per rapporto a z considerando le altre y,... 
come costanti , ec... Nel primo caso la equazione 

u=F£,Y2,.«.) 

potrà mettersi sotto la forma u=f(x,y) essendo x una funzione di y; nel se- 


condo sotto la forma u=f(x,3) esprimendo x una funzione di z ; ec..., e si 


avrebbero (62) 


Ì x 
du de dy 4 i dy, 
du da du 
dA, da ir ui 
ec. ec, 
Adunque 
dude da du du 
du=d u+dut...= 77 Dyt rt ) +7 dit dz+.. 


Ma essendo x funzione delle m—1 variabili indipendenti y, 3,..., si ha 
da da 
da=— — dn 
x x dy+ x dt 
Quindi sostituendo avremo 
du du du 
du=-77 def dy dyu+ Pu det. +03 
ovvero ancora 
du du du 
ZZZ ago d eccnal d v00. 
du qst x YE = 24.03 


du= d.u-4-d u-t-dut .... 
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In generale poi e senza la menoma difficoltà potrebbe dimostrarsi che la pre- 
cedente è la forma che prende il differenziale della funzione u=Fx,y,z,. i) 
ancora quando fra le variabili 7, y, 2,... avessero luogo n. equazioni della bre 
ma 4(e, y, 3,-..)=0, nel qual caso m—n sarebbero le variabili indipendenti 
ed n le dipendenti. In tutti i casi adunque il differenziale di una funzione espli= 
cita di più variabili dipendenti o indipendenti sarà uguale alla somma dei dif- 
ferenziali parziali della medesima funzione presi successivamente per rispetto 
a ciascuna delle variabili. 

168. Ad ottenere con agevolezza il differenziale di una funzione impli- 
cita di più variabili indipendenti basterà di osservare 1.° che se due funzioni 
di un qualunque numero di variabili sono uguali identicamente, cioè a dire 
per qualunque sieno i valori che alle variabili si attribuiscono, i loro diffe- 
renziali parziali e conseguentemente ancora i loro differenziali totali saranno 
identicamente uguali ; 2.° che se una funzione di più variabili è identica—- 
mente nulla, il suo differenziale totale sarà eziandio nullo. La equazione 
dunque 


u=H2,4,z,...}.=0 
importerà le seguenti altre 


du 


du 
— dyb-_-dz:pL...=0. 
dy TE Li 


Auz=0, du= da da + 
da 


Per mezzo di questa ultima equazione si potrà determinare il differenziale di 
una delle variabili considerata come funzione implicita di tutte le altre. Se per 
modo di esempio non vi sono che tre variabili, si troverà 


du du 
— dy+ — dz 
ra dy d 
se du 
da 


Così avendosi 


L'4Y+2°—a°=0, sarà edw-1-ydy+3dz=0, 
e quindi 
Y z 
de > dy— — di. 
XY na 


Se invece di aver luogo fra le variabili 2, y, z una sola equazione della for- 
ma u=0, ne avessero luogo due u=0, v=0, si otterrebbero nel medesimo tem- 
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po du=0, dv=0, con le quali equazioni potrebbero determinarsi i differenziali 
di due variabili considerate come funzioni implicite di tutte le altre. In gene- 
rale poi se m variabili x, y, 2,... sono fra loro connesse per.via delle n equa- 
zioni u=0, v=0, w=0,... si otterranno nello stesso tempo le n equazioni dif- 
ferenziali 


du=0, dv=0, dw_-0, CETO 


per mezzo delle quali potranno determinarsi i differenziali di n variabili con- 
siderate come funzioni implicite di tutte le altre, 

169. Consideriamo ora come caso parlicolare una funzione omogenea di 
più variabili x, y, ,... Allora dicesi che una funzione è omogenea quando fa- 
cendo crescere o anche diminuire tutte le variabili in un dato rapporto, si ot- 
tiene per risultato il primitivo valore della funzione moltiplicato per una po- 
tenza di questo rapporto ; l'esponente di questa potenza è il grado della fun- 
zione omogenea. Quindi vu o Hx, y, 3,...) sarà una funzione delle variabili 
€, Y; 3)... omogenea e del grado a, quante volte rappresentando con { una nuo- 
va variabile, si ha 


Fat, yi, st,...)=t°F(2,y,3,...). 


Ciò posto, differenziamo per rapporto a ti due membri di questa ultima equa- 
zione. La derivata del secondo membro sarà at°"F(x, y, 5,...) ; ponendo poi 


xi=i, yi=n, st=6, ... il primo membro diventa FÉ, n, 4,...), e perciò la sua 
derivata sarà 


du ER du dé 


dedi * dndt agi cana 


Riflettendo adunque che 


dé dn dé 


PRESE pra e ME 


dae gg 
otterremo 
du du du 
FAI Pe dé +. =@tPa,y%,. ..), 


e ponendo (=1, nel qual caso a=£,y=n,5=0,... 
du du i l 
cr +yY n +5, +...=@Ma,y,3,...). 


Questa ultima equazione dà luogo al teorema seguente: Moltiplicando le deri- 
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vate parziali di una funzione omogenea del grado a per le variabili alle quali 
esse st riferiscono, sarà la somma dei prodotti in tal guisa formati uguale al 
prodotto della medesima funzione per a. Per una funzione omogenea del gra- 
do zero, si avrà a=0, e quindi 


du du 
irreale pi Lrpelio nl. 
dy 


du 
da fr4 


td 


Soggiungo i seguenti esempii 


1 
1. u= (A+ By +C2+2Dxy42Exz+-2Gyz), 


du du ., du 
nn =Ax+Dy4+Fz, wu =Byt-Dx+Gz, ca =C2+ Exy-Gy, 


a=2, ed infatti si ha 


(Ax + Dy+ Ex)ct-(By+-Dx4+-G2)}y+(Cz-+Ex+ Gy):= 


1 
=2 3 (Ar'+BP4-C2 +2Day+2E2:4+-2Gy2). 


9.0 x du 1 du x 
UT=—-, n n r-__ 
ydex y dy y° 
u du x ay x x 
a=0, gx — +y = 2 l_ 2-9 


1 70. Consideriamo ancora come caso particolare una funzione della som- 
ma di più variabili x,y, 2)... Questa funzione deve essere tale , che ponendo 
ctTy+3+...=t, essa divenga Ft), 0 fuozione di £ solamente ; ora una pro- 
prietà assai notabile di siffatte funzioni è che le loro derivate parziali sono 

Vol. III, 26 
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uguali. Infatti in virtù della equazione u=F{), noi abbiamo 


du du di du dudt du dudt 
de di de dy di dy ds dt ds” 


d’ altra parte la equazione x+yt3+...=! dà 


dt dt dt 
sagre 
veramente adanque 
du du du 
de dy —— de men è > 1 
Se si avesse u=F(x—y), si otterrebbe 
du __ du 
de dy 


lé derivate cioè sarebbero uguali, ma affette da segni contrarii. Cosi per la 
funzione u=(x+y)", si ha 


e per la funzione u=(e—y)" 


du _ du La 
n —ma—y)” dA da =—m(e—y) . 


CAPO XVIII. 


DEI DIFFERENZIALI SUCCESSIVI DELLE FUNZIONI DI PIU’ VARIABILI INDI- 
PENDENTI, E DELLA DIFFERENZIAZIONE DELLE FUNZIONI DI FUNZIONI DI 
PIU’ VARIABILI INDIPENDENTI. 


471. Il differenziale di una funzione u=F, y,3,..-) di più variabili in- 
dipendenti, è in generale una nuova funzione di queste variabili , la quale 
potrebbe altre volte ancora differenziarsi sia per rapporto a tutte le variabili, 
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sia per rapporto a qualcuna di esse. Nel primo caso si otterranno i differen- 
ziali totali successivi della proposta funzione , quali noi dinoteremo sempre 
con i simboli d?u, diu, d+u,..., du; nel secondocaso poi si avranno le derivate 
a RE i ge Qui n 3 .. du du du 
o i differenziali parziali successivi; così per esempio le quantità -—;, —,—.,.,. 
de dy' dz 
esprimeranno le derivate parziali n" prese per rapporto ad x, ad y, a z,... 
Ove poi si differenzii n voltela funzione, ma per rapporto a diverse varia- 
bili, queste variabili scritte a modo d’ indici, o anche i loro differenziali 
segnati a guisa di divisori , indicheranno in qual ordine e rispetto a quali va- 
riabili si saranno eseguite le differenziazioni : per tal modo i simboli d ?d,d u, 
4 
4 a mm 
desta dx°dydz 
essa si sono prese le derivate quattro volte; una volta per rispetto a 2, una 
volta per rapporto ad y, e due volte per rapporto ad x. 
1'72. Ora egli è facile il provare che i differenziali parziali successivi 
conservano lo stesso valore allorchè s’ inverte soltanto l’ordine con cui sonosi 
fatte le differenziazioni relative alle diverse variabili. Infatti noi abbiamo 


Fot Ax,4,2,...)=F€,43,..)+F'.(£,9,,- )Axte Ar, 


mostreranno che la funzione « si è differenziata, ovvero che di 


nella quale e, dinota una funzione g(x, y , 2,..., Ax) che con Axsi annulla. 
Quindi se in questa equazione in luogo diy si metta y{+-Ày, e, sì muterà 
in e,+-s, Ay: d’ altronde abbiamo 


F(2,44- Ay,3,....=H&,Y;2,.. .)t+P (0,45, ...)Ay+8:4Y, 
F' (©,4+4y3,.)=P'.(0,Y,5,..)4F",(2,Y35,-.-)Ay +8 .Ay. 
Si troverà dunque 
F(x+- Axy + Ay3z,. )=F(0,4,2,0 EP AEY375 +) AYTE AYT 
+" (£,4,2,-.-)AxTF",.(£,4:3,...)AyAx+ 
+5 AYAL-+e Arte AyA x. 
Ma se noi fossimo partiti dalla equazione 
Fey tAy,3, (42, AP (LY32) VAYTE:AY 
certamente avremmo trovato 
Fa+ A2,4t+Ay,2,--.)=F€,4,2,-. AP (04,2, ALT ATT 
+F' (eyz, VAYTF" (043, VATAYT 
+5 Ar Ayt8Ay +e AxAy. 
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Per la qual cosa, uguagliando fra loro i due valori di Ax -+Az,y+Ay,£,...), 
sopprimendo i termini che si distruggono, e dividendo per Ax/y, otter- 


remo 
P',(,Y,2),) += P' (€43, 4", 
in cui e‘, e” essendo rispettivamente uguali ad e +e,, «+6, , rappresentano 


quaptità che si annullano insieme con Ax o con Ay. Orla ultima equazione 
non può evidentemente aver luogo se non supponendo 


du du 
P'_{£,y£, = dyda =P',,(0,y,2,...)= dady 


adunque ec... 
173. Questa equazione può scriversi ancora nella seguente guisa 


ddu dd, 
dyda  dady 


donde d,d.u=d,d,u. 


Nello stesso modo si dimostrerebbero le equazioni 


d,d.u=d d,u, d d u==d.d,u,...; 


e quindi 
d,dd,...u=d,d d,...u=dd d,...u=d.d,d,...u=..., 
d’d,d,...u=dd,d.d....u=d,dd....u=...; 


d°did....u=d,dd7d....u=d,d.d dd... u=d,dd...u=... 


Dalle quali formole dovrà generalmente conchiudersi che siffatti differenziali 
risultano sempre gli stessi, qualunque sia l'ordine che si tenga nelle successi- 
ve differenziazioni per rispetto alle variabili @,Y,2,... 

174. Differenziando una funzione di più variabili indipendenti 2,Y,2,... 
per rispetto a qualcuna di esse, si ha per risultato una nuova funzione delle 
1,4, £,... moltiplicata per la costante dx, 0 dy, 0 dz,...; riflettendo quindi che 
nel differenziare un prodotto i fattori costanti passano sempre fuori della ca- 
ratteristica d, se sulla funzione u=Fx,y,2,... ) si facciano l’una appresso 
Valira ? differenziazioni relative ad x, m differenziazioni per rapporto ad y, # 
differenziazioni per rispetto a 2, ec..., il differenziale che risulterà da tutte 
queste diverse operazioni, cioè d.' d,"d'...u, sarà il prodotto di una nuova 
funzione 4{x,y,2,...) moltiplicata per i fattori costanti de', dy",dz",... Que- 
sta nuova funzione dicesi derivata parziale della funzione u dell’ ordi- 
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ne /(Fm+n+..., esi ha 


d'a,d!...u=i(c,y,z,...)de'dy"dz"..., 


d'drdi..u 


(2,Y,2,.. .)= da'dy'dz... 


ovvero , per ragion di compendio, togliendo alla lettera d gl’indici sa 


dimen. “u 


Ur,y,z, . ee da dy'dz”... . 


175. Possiamo ora agevolmente determinare i differenziali totali succes- 
sivi ddu, dddu,..., ovvero d?u ,d’u,... della funzione u. Così per esem- 
pio (165) 


d’u=ddu=d(d u-+-d,u4-du+...)= 
=d(duot-d,u4-du4-...)+ 
+d,(d u4d,u+dut...)* 
+d.(du+d u4du+...)4 


donde (172. 173) 
d’u=du +d utd’u+...+2d,d,u+2d.d ut...+2d,d.,ut... 


ovvero ancora (174) 


d°u= 


ny pi det 


2 


d'u 
+2, dali ddy42 DI. = dadz+.. .t 


du 
era dydz+. par 


Di nuovo 


d'u=dd'u=ddutdu4du+...424,d,u4e24.d ud. ...-4-24 dg. ..); 
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e perciò (165. 172. 173) 


du=d*u+dutd'ut...t 
+-3d,d ?u+-3d d’ut-...4-3d,du+3d d?u+...4- 
+34 d°ut3d dut...4+604ddut... 
ossia (174) 
du d’u 
lea LT - dy' + Pa de4..+ 


d'u si 


d'u 
3 Mil 2 
ua dude —-, dyda +3 ale. SHE 


d'u 2 
dada Pete +... + 


3 z 
. + se ded "49 ded. «F 
3 


du 
+76 Et... 


In somigliante guisa si troveranno i differenziali d'u, d'u,. 
176. Eccone alquanti esempii. 
1.° Sia u=xyz; saranno 


du =yzdea+xzdy4-xydz , 
du=2xdydz+2ydzde +2zdxdy , 
d'u=6dxrdydz. 

2.° Abbiasi u=x°4-y°+-2; si avranno 
du =2xdx+2ydyt22dz, 
du=2dx°42dy°+2d2°. 

3.° Avendosi u=x+-y 4-2}; si otterranno 
du =3x"dx+-3y°dy+32°dz, 


d’u=6xrdx° +-6ydy+6zd2°, 
d’u=6 da3 +4-6dy"+-6d2". 
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4.° Ed in generale se 
u=c4+y'+2"..., 


sarà 
d'u=n(n—1)n—2)...2.1(dx"+dy"+d2"4-...). 
177. Se invece della equazione u=Fx,y,2,...), si passasse a considera- 
re la seguente s=F(u,0,%,...), nella quale w,v,w,... si suppongono essere fun - 


zioni qualunque di x, y, z,..., siccome in sostanza s esprimerebbe ancora 
una funzione di queste ultime variabili, perciò si avrebbe sempre 


ds ds ds 
ds= — d — d — dzt... 
i da lr? La dz ti 


Ora essendo u, v, w,... funzioni di x, si avrà 


ds ds du ds dv ds dw 
dn = dada “tir nt To de Et» 


e similmente per essere u, v, %,...funzioni di y, z,... si otterranno 
i ds do; ds do, 
dy IT da dy 't% dy aFo7 iii 


ds ds du ds dv ds dw 
+ ——- dz4... 


ur a == 
dz si du dz dv dz dw d 
ec. cc. 


Sarà quindi 


ds / du du du 
+ —dr+—dy4 — dz4-.,. 
ti sla du dy vt dz = + 


ds f dv dv dv 
mae a — dy+ —dz+... 
curr LE dy dr? zi ) ci 


ds f dw dw dw 
e (ae (= — dzt... 
Eat )+ 


ST 
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Ma 
du 
du="" da 54 È pr dyp ie det... 
tn ga 
o det 7 + det, 
dw 
duo= da+ È —_ 2 dy4 3 n det. 
EC. €c... 
Adunque 


ds ds 
de= < — ° dux È dv + ua» dwt..., 


la quale equazione può scriversi eziandio nel seguente triplice modo: 
ds=dFu,v,w,...}=P.(u,0,w,...)du4-F'{u,v,w,...)dvPF{u,v,w6,...)dwt., 
ds=d,s+d,s4+-d,st.. 


ds 
ds= È du SS Sn 4 SÈ du+... 
178. Sia 1.0 s=u+vtu...; saranno 
d.s=du,d,s=dv,d,s=dw,..., 
perciò 
ds=du+dv+dw4... 
2.° Si abbia s==uvw...; si otterranno 
d.s=vw...du,d,s=uw...dv,d,s==Uv...dw,..., 
per la qual cosa 


ds=vw...dutuw...do4+uv...do-t... 


u 
3.° Se s=- ; si avranno 
v 


du udv 
ds= ds, 
v v 
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e quindi 


du  udv * vdu—udt 


ds= — — — 


gi 5 


v v° v 
4.° Propongasi s=u*; avremo 
d s=vudu,d se=l'()ude, 
e conseguentemente 


ds=vudu+l'(u)u'dv 


Sì deduce pertanto da tutto quanto è quì sopra esposto clie per la diffe- 
renziazione delle funzioni le quali dipendono da più variabili hanno luogo 
quelle regole stesse che nel n.° 64 si dimostrarono aver luogo per la differen- 
ziazione delle funzioni dipendenti da una sola variabile. 

179. Perciò che si appartiene ai differenziali di ordini superiori d?s 3 
d's... della funzione s, noi abbiamo 


ds ds ds I 
} sadds =d re dut-— dvd —- u wHt. ve. . 
i du do da 


. . È ds ; 7 
Ora differenziando successivamente “n du per rispetto al «, v, w,... e l’istesso 
du 


ds ds 


praticando negli altri termini x dv, Ta dw,..., otterremo 
dv (FATA) 
s rag 
d,(5-du }) = dt —lv, 
du I I 
Lila dt; 
d,( du )= — dvdu 
du dvdu : 


d ds dl ds ded 
(7 u i wdu,... 
ds d°s 
LI —d -— dudv, 
i (GF ù du dv ale 


di s Is 
d, ( do ) = Ci de 4 lp A 
de i dv 


d 
dv 
Vol. III: 2" 
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ds ds 
dl — dv }= hedv,.... 
de ) dwdv ii 
Ze 
d. da de }= co 
dw du dw 
Ì (È d°s Îa 
{l, — di eri v 
duw dvdw i: 


ds d°s ds 
d.({ -——d >) = du + —d°u,.. 
(7 > dl" tao i 


dudw, 


4 
ce. ec... 
Laonde sarà 
i ds ds ds 
ds= di lv + > do +. 
uti ci de ©” ui die” ea 
+2 ds dad 9 d°s dud 
udv È ' 
dudv ia dudiwo ©" ste 
d°s 
+2-— dodwut....+ 
dvdw 
{ i ds 
+ Put È dv 4 i Vwt... 
du dv dw 
In somigliante guisa si otterrebbero i differenziali d’s, d1s,... 


E quì per modo di esempii potrebbero dimostrarsi fe formole 
l'(uto)=d'utd'e,d'(u—v)=d'u—d0, 
d'(utoy—-1)=d'uty—-1d'0, 

d'au4bv+ew+...)=ad'utbd'oted'ut... 


Supponendo poi che vu, v, w,... fossero funzioni lineari delle variabili indi- 
pendenti x, Y, 3,..+, supponendo cioè che si avessero 


u=ax4| by +eozd... 
ved x + d'y ++ TERE 
w=d'r+b'y+e’3+... 


ec. ee. 


2ii 
risulterebbero 


d'u=0, d’v=0, d’w=0, ec...; 


e quindi i differenziali successivi della funzione s=Fu,v,w,...) sarebbero del- 
la medesima forma di quelli che si ottengono allorchè le variabili U, 0, W,... 
si suppongono indipendenti (175). 

180. Poniamo termine al presente capo con la seguente importantissima 
annotazione. Ove ben si rifletta sulle regole già stabilite sopra per la diffe- 
renziazione di una qualunque funzione u:=F(x,y,5,...), chiaro si scorgerà 
che i valori dei differenziali du, d°u, d’u,... risulteranno gli stessi ossia che 
si differenzii v supponendo le variabili x, Y >... indipendenti , ossia che si 
differenzii 


Fet6de, y+6dy, 34-0dz. “ili 
in guisa che ciascuna delle quantità 
x4-0dx,y+-6dy,24-0dz, ... 
si consideri come un sol termine, ma però incontrandosi cou 
d'r+0d2),dy+0dy),dA(z-4-0dz),... 


e sì eseguiscano tali differenziazioni per rapporto alla sola 6, csi dividano per 
dé i differenziali che quindi si otterranno, ed infine di siffatte operazioni si 
ponga da per tutto 6-0. Ora un tal modo di operare è riposto in questo, che 
considerata la sola 6 per variabile , supposta inoltre 


F(x+0dx, y4-6dy, s-<-6dz,...)=9(0).. (2), 
e determinate le funzioni derivate 
(0), 0" (0), 06), ..., 


facciasi dipoi da per tutto =0. Posta dunque la equazione (A), e conseguen- 
temente 


u=F0,y,2,. +. )=9(0), Î 
avranno luogo altresi le altre (4!) 


du=9'(0), d'u=9"(0), 'u=9(0),... | 
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CAPO XI 
DEI MASSIMI E DEI MINIMI VALORI DELLE FUNZIONI DI PIU’ VARIABILI. 


181. Riguardo alla funzione 9(9) considerata qui sopra chiaro apparisce 
dal detto nel numero 98 non poter essa per il particolare valore di 6=0, nelle 
cui vicinanze noi la supponiamo continua, rappresentare un massimo o anche 
un minimo a meno che non si abbia 


9'(0}=0. 


Perchè poi 90) sia realmente un massimo ovvero un minimo, è necessario 
inoltre che nelle vicinanze medesime sia costantemente o 


G(8;—-9(0)<0, 0 9(0)—9(0)>0: 


nel primo caso certamente 9/0) sarà massima , nel secondo minima . 

Ciò posto, si comprenderà immantinente non potere la funzione u== 
=F(x,4,2,...) delle variabili indipendenti 2,Y,2,... per i particolari valo- 
ri X,, Y/3 £.,-.. che a queste variabili si attribuiscono , rappresentare un mas- 
simo o anche un minimo se non quando si abbia 


du=0 ; 


e siccome a siffatta equazione deve soddisfarsi comunque si prendano i difle- 
renziali dx, dy, dz,..., i quali certamente esprimono quantità fra loro indi- 
pendenti, perciò dalla du=0 si dedurranno (165) necessariamente le seguen- 
ti alfre 


du du du 
— =), —=0 —=0d,.. Ko, 


dar dy . dz 


le quali daranno quei valori ,, ,,, £,,.». che potranno far diventare massi - 
ma o minima la funzione u=/x, y, £,...). Ma perchè u realmente rappresenti 
un massimo ovvero un minimo fa d’uopo inoltre che nelle vicinanze di 0=0 
si abbia costantemente 


F(x.4+-6dx, y,-4-0dy, 2.+0dz,...)— F(%,,432»5 )<0, di 
Fa, +0da, y,+6dy, =t0dz,,..) Mw. ua " 
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qualunque sicno i valori dx, dy, d3,...; nel primo caso senza dubbio alcuno 
u sarà massima , nel secondo minima. 
182. Propongasi per esempio la funzione 


u=axy(Za-x—-y); 


saranno 


du 


pg ee); È ax(Za-2y—x)=0, 
donde 
L=, YA. 
La differenza poi 
(24042440 (Fa a, ode —y, By) y (Bata, —Y.), 
ossia 
—a6°[(dx+-dy}—dxdy]}—Wdxdy(dx4-dy), 


qualunque sieno i valori dr, dy, si mantiene negativa nelle vicinanze di 6=0 
se a>Ò, positiva se a<0; i valori adunquex —a , y,=a nel primo caso fan- 
no risultare massima la funzione proposta, nel secondo caso la rendono mi- 
nima. 

Per un secondo esempio si abbia 


ua2°4+bxy+cy+ka+hy+9g; 


avremo 
du du 
Ta part by+k=0, n br +2cykh=0, 


dalle quali equazioni ne dedurremo 


2ck bk 2ah—bk 
nre > 7 eee i 
bA4ac Ya b° —4ac 


Dippiù la differenza 


a(et0de + (2, 4-0d2Y(Y,40dy) +-(y, + 0dy)°+ k(x,4+0d2)4-h(y,4+0dy)4+9— 
— (ax 4-bx,4,+ cy 4+kathy,49)= 
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=6?(ada + bdady4-cdy?)4 


+0dx(2ax 4-by +k)+0dy(bx,4+2cy +h)= 
=0°(adx°+bdxdy+cdy)+ 


2 
ua (steal ch-bl) ca bk) n PE u((EA bh) q2e(2ah bk) ZORO 3). 


b?-4ac b°-4ac " b4ace 
per essere 
2a(2ck —bh) | 6b(2ah—0k) b=0— b2ck—bh) | 2e(2ah—bk) 
b°-Aac bh Aac sa b—Aac 6°— 4ac i 


riducesi solamente a 


6°(adx +bdxdy+cdy°), 


che può mettersi evidentemente sotto il seguente aspetto 


4ac— b” 
(Cart) 3 il 7 w); 


ora supponendo 4ac—0°>0 , questa quantità è costantemente positiva nella 
ipotesi di a>0, ed è costantemente negativa nella supposizione di a<0. A- 
dunque la proposta funzione % per i particolari valori 
2ek—bh = 2ah—blk 


= 7 IE 57 
b--4ae b°—4ac 


nel primo caso risulterà minima , e nel secondo massima. 
183. Se fra le variabili x, y, 2,..., che supponiamo essere m di numero 
abbiano luogo » relazioni espresse per le seguenti equazioni 


S=0, 7=0, V=0,... 


vi rimarranno m-—r variabili indipendenti, e quiadi altrettanti differenziali 
similmente indipendenti, ai quali dovrà l'esposto metodo applicarsi. Così pro- 
posta la funzione 


UZDIL'KY+2 4...) 
e supposto che fra le variabili ©, y, 2,-.. abbia luogo la relazione 


artbytezt...—h=0, 


sarà 
du=2xdx +2ydy+2zdz4..., 
come pure 
adr+bdy+... 


adx+bdyy+edz+...=0, donde dz — 
e 


Dar 
Per la qual cosa, 


(A bz 
du=2 G - È) dae +2 ( — Cart DERE) 
€ € 


e conseguentemente 


1 a 1 ta 
SLI, (È =0 9 (1-È A: 
È e 


Sostituendo questi valori nella equazione 


ar+by+cz4...=l, 


chiaro si scorgerà essere 


ch ah bi 
Tp BETTA 3 «Me STE 
a+ +04... d+60+4c+.. - a+b+e°4...? 


i valori particolari che possono rendere la proposta funzione 
u=L+y+2+... 
massima 0 minima. Ora la differenza 


(x 4040? +-(Y,4+0dy) +2, 40427 4+...—(0°447 +24.) 
=20(2,dx+y,dy+2.d24...)40(de 4-df 4d2+...)= 


ada ci 
otti adx+bdy+...—e (0° Dl 
Ca 


adetbdy+...N° 
+0? de +dy°+...+ (alt) 
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riducendosi solamente a quest'ultimo termine , il quale è essenzialmente posi- 
tivo, mostra ad evidenza che i succennati particolari valori ,, y,, 2,,... fan- 
no risultare minima la 


h 
sr +y az b. E T_T. 
VER E aq b+e°+.... 


4184. Nel determinare i massimi ed i minimi valori delle funzioni di più 
variabili, possiamo eziandio far uso dei differenziali degli ordini superiori. Ri- 
presa la funzione 9(6), perchè possa al valore di 6=0 rispondere un massimo 
od un minimo è necessario che sia 9'(0}—0, ed inoltre perchè realmente g(0)sia 
massima ovvero minima bisogna che delle derivate 


®"(0), #!"(0), 000)... 


la prima che non si annulla sia di ordine pari (100). Dinoti g?(0) questa de- 
rivata; sarà (0) massima o minima secondo che si ha 


©22(0)<, ovvero >Q. 
Ciò posto , è chiaro pel detto sopra (180) che la funzione u=/(x,y, 2,...,0 
delle variabili indipendenti x, y, 2,...,@ allora rappresenterà un massimo ov- 
vero un minimo quando per i particolari valori x, Y,, 2,3---3®, e sì soddisfi 
alla equazione du=0, ossia alle equazioni (9), e dei differenziali successivi 
du, d'u, d'u,... 

il primo che non si annulli sia di ordine pari, e tutto questo indipendente- 
mente dai valori dx, dy, dz,... Supponendo pertanto che un tal differenziale 
sia du, la funzione v sarà 


massima se costantemente si avrà d''u<0, 
iu) 


minima. ././..0.0.. Au5>O. 


Abbiamo poi (175) 


PI du | 4 du Iy4 DMS ” du 

“u= —ida “4 — di ads... ni 

TT dg de”: * di +e” ili 
12i—-..- dady"+... 
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Ponendo inoltre 


de _ dy È dz 
PT de 7 da — de” 


il secondo membro di questa equazione si muta in 


deo dd x d”u 
pro Afelio 
P 
19 d''u sed (P) 
DI Qi=1 
+ dedy?”' Pi 


Quindi dovendo il polinomio (P) godere dello stesso segno che il differenziale 
du, le condizioni (g') ricadono in questo, che cioè il polinomio (P) si man- 
tenga < ovvero >0, indipendentemente dai rapporti p, g, r,... È chiaro per- 
altro essere il segao del polinomio (P) sempre lo stesso, ogni qual volta la 
equazione (P)=0 risoluta, per esempio, rispetto a p, dia tutte le radici imma - 
giarie (190*), ovvero, avendone delle reali, queste (164*) sieno di numero 
pari, e fra loro uguali, almeno due a due, e tuttocciò indipendentemente dai 
valori g, 7)... Ciò posto, il segno del polinomio (/#) sarà costantemente lo stes- 


so che quello del coefficiente Pea Infatti ponendo = questo coefficiente , 


(P 
se la equazione (P)=0, ovvero CI =0 risoluta per p non ammette che ra- 


dici immaginarie, o ammettendone delle reali, queste sono di numero pari 
ed uguali fra loro, almeno due a due, ne viene per conseguenza ciò che per 
i citati numeri 190, 164 del primo tomo è cerlissimo , che cioè la quanti- 


(2) 


tà EE al variare di p, mantenersi costantemente positiva. Ma (P?) = 


P i Lod 
A a. Adunque il segno del polinomio (P) sarà costantemente lo stesso 


2i 


: . d'u * 
che il segno del coefficiente K , ossia + Dalle quali cose tutte deducesi 


(rali 


essere la funzione « massima o minima secondo che si abbia 


d''u 0 
da” x ovvero > . 


185. Si abbia per esempio 


u=tx, y) 
Vol. HI. 28 
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11 differenziale di secondo ordine, cioè (175) 

du du du 

d°uz= dad 
"dal dy dady °°9> 

avrà lo stesso segno del trinomio 

du , Tu du 

2 P). 
de dedy!* dp dy°° ai 


Ora perchè questo trinomio conservi lo stesso segno indipendentemente da p, 
fa d’uopo che la equazione 


risoluta per rapporto a P» ebbia tutte e dae le radici immaginarie , ovvero 
reali ma uguali. Ora datia teoria della risoluzione delle equazioni di secon- 
do grado si sa (161%) che quelle due radici sono immaginarie quando 


du Pu | du sd 
FARO Fan a e CO DI 
di dp  Ndxdy 

come pure, che sono reali ed uguali allorchè 


d°u d°u du 


III e 


da” dy dad 
e quindi qualunque di queste due condizioni abbia luogo, saremo certi che 
sarà costantemente 
d°u<, ovvero >QO, 
secondo che si avrà 


n 
ma © ovvero >0U, 


quali che saranno i valori dz, dy. , 
186. Propongasi pure la funzione 


u=F(x,433). 
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Il differenziale di secondo ordine, cioè (175) 
2u d?u 
“un —, da 
ua dar 0° +7 dz” 
2 ai dad, 27 da i - d dz 
Wa pa 
+ dady VE 
220 ay, 
avrà il medesimo segno che il polinomio 
d'u , du , nia ee si 
dettati a e + 
(P) 
d°u 
+2_ 
dydz 


Fatto (P)=0, e risoluta la equazione per p, le due radici saranno immagina- 
rie se la quantità 


d?u du du ? d’u d°u s 
de’ de: \dadz ( da dy” 17 
du du d’u d°u 0: 
dady' dad da” dydz 2 


saranno poi reali ed uguali se questa stessa quantita=0. Alle quali condi- 
zioni dovendo soddisfarsi qualunque sia g, perciò per rapporto alla prima 
dovranno essere 


duN®  d'u du 0 

dxdz da” ds” Dai 

d'uN® d'u d’ ") du d'u d°u 
(a da dy dy° Sl a) la” da? 


di di) 0 
dedy dxdz  da* dydz 


220 
rispetto poi alla seconda 


d'u d'u 
2° 72 =0, 
Ti dg dy 


d’u d'u d'u d°u 
dxdy” dadz po dadz 0° 
d'u diu 


dal de 


DI 


Allorché saranno soddisfatte o quelle due , o queste tre condizioni , il segno 
del polinomio (P) si rimarrà lo stesso, quantunque si facciano variare p, 9g; 
e perciò persisterà lo stesso il segno del differenziale d°u indipendentemente 
dai valori dx, dy, dz, e sarà costantemente 


d’u<0 sett 0, 


ovvero 


2 


Puo sel" o 
d'u> en 


187. Per un esempio propongo a risolvere il seguente problema : Fra 
tutti i triangoli che hanno lo stesso perimetro { diconsi isoperimetri ) qual’ è 
quello che ha la più grande superficie? 

Sieno x, y, 4 i lati del triangolo ; se per p si esprima il suo semiperi- 


1 
metro, sarà p= 5 (24y+2z); e poichè abbiamo 
z=2p—x—y, 
perciò la superficie « dello stesso triangolo verrà espressa (86°) per 
u= Vp(p_x) my) E+yP). 

Quindi avremo (181: (9)) 

SR A ro rr A N LAI PPP _%)_ o, 

de NPT VPI) 


ovvero 
Pp—y(2p-22=y)=0, P(p- 2290. 
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Ora non potendosi supporre nè p—y=0, né p—x=0, poichè nel primo caso 
avremmo 


2p=2y=x+y +2, yg=xt2z, 
e nel secondo 


2p=2x=axtyt2z,a=y +2, 


le quali equazioni sono assurde , non potendo nel triangolo un lato essere 
uguale alla somma degli altri due, conseguiremo 


2Qp—2x—y=0, 2Q2p—-2y—x=0 ; 


donde 
e. 
Ty gP- 

Dippiù essendo 
SE, VIESTE D.A2p-20-9)-Cp-2e- VEE) 

i —+y pla 
du _ I Vv) VENE +=) -d2p-2y-2)-(2p-2y- VENETA, 
Tr E (p_yEty PI 
Pu MTA UNITA, 
dady = DI (p_x)(e+y—p)dx 


ca 2 
e queste espressioni per ,=y,= 3 ? dando 


du 3 du du _ 1, 
«li = o 43 
ri na LI Uinleni di ram LL 


du du du 3 3 de 
de” dy” (=) 4 


otterremo (185) 
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2 


Adunque poichè peri trovati valori x,, y,, abbiamo Li <0, perciò (184) per 


questi stessi valori la funzione 


6 (e DIG ID) (5rt I), =5v1 


rappresenterà un massimo ; e siccome si ha pure 


z=2p_—x,—y,== 5, 


WI ho 


perciò potremo conchiudere che fra tutti è triangoli isoperimetri l’ equilatero è 
quello che ha la più grande superficie. 

188. Ove alcune delle variabili cessino di essere indipendenti , qui ezian- 
dio dovrà osservarsi quanto dicemmo sopra (183) , dovrà cioè il metodo ap- 
plicarsi alle altre variabili. Si abbia per esempio la funzione 


u=ax+by+cz, 


e fra le variabili €, y, 2, suppongasi aver luogo la relazione 


Prendendo i differenziali, avremo 
du=adx+bdy+-cdz, cdx+ydy+zds—0, d:=— ade tydy 


Quindi 


e perciò i particolari valori capaci a rendere massima o minima la proposta 
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funzione u saranno 


a b 
=" —_—r—.,y=et =. 
y Va +0 +e? 


st cet 
 Va'+b +e ù Va'+5°+ 


Avvertendo poi che la sola 2 quì è variabile dipendente mentre le altre ©, y 
sono indipendenti , e perciò costanti i loro differenziali , avremo 


b ti 
d°u =d(adx +bdy + edz)==cd°z=ed ( 224 DER 


A z(de° +dy°)— (cda 4-ydy)dz zde° +dy°)4-(ada+ydy) 
eC —————————yy TTT. e = re 


22 23 
5 Z 


=—c (+ +5) '—2e n dady— e (3+ +5) dy*; 


donde 
du Mei du sei (! +) 
> dady — 2° dy° zx 


In queste espressioni pol ad 2,,y, 3 sostituendo i valori particolari x, y,, 8,3 


risulteranno 
— a’ re rsa 
= ese Va'+4*+e*, 


du _. b? 
82 (145) 10 


du __ab 
ap RE 


dxdy 


e conseguentemente 


du du 
da dg (o) ={(- uo 5)(145 


a (£ toe ) 0: 
c 


ledr += 
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avendosi poi 


du 
— <, ovvero >0, 
dx 


secondo che si prendono i i segni superiori, o gl’inferiori dei valori x, y,, z,, 
sarà per i segni positivi di questi stessi valori 


u=Va +6 +c* 
massima, e per i negativi 
ua +6 +e 


minima. Del rimanente ciò poteva dal valore del differenziale secondo d’u 
immediatamente dedursi; in questo differenziale infatti sostituendo i valori 
En, Yx3 3 col doppio segno |, si avrà 


È irto5 adx+bdyN ? 
du=F040 +2) (d4ay4 (TI) ) 


quantità essenzialmente negativa ove si prenda il segno superiore , essenzial- 
mente positiva se si riguardi il segno inferiore (184: (9')). 


CAPO XX. 


DELLE FORMOLE DI TAYLOR E DI MACLAURIN ESTESE 
ALLE FUNZIONI DI PIU' VARIABILI. 


189. Avendosi (81: (r*)) 


pi 


o(9)=9(0)+ ; e(0H- 3 (0) +—-9!(0)+...+ 


DE 


gm 


gi) (nf 6) 
Tia3 oi) | Otrati n (60); 
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perciò (180: (A). (4')) sarà 


6 6° 3 
Fx+6dx,y+0dy,z+0dz,...)=u+ 7 du + mu d’ut Dai Put... + 
0 
I (0) 
CnieTi fm) la 
PIZZI i) 123 \ 
e quindi se, crescendo m all'infinito, converge 
ite gl 
1.2.3...m dba 
al lim.=0, potrà stabilirsi la seguente equazione 
Fat 0dx,y40dy,z+0dz,...)= PT qrut.. .(0°) 


la quale per 0=1 darà 
du d°u du 


F(x+dx, y+dy, 24+dz,...)}=ut — + —4 — _ 4... 
abi ù. ia 123 


190. Nella (0°) si sostituiscano i valori di du, d?u, d'u,... esposti s0- 
pra (165. 175), e si pongano 


0da=ò,, 0dy=3,, 0da=òxi; 
avremo 


d 
F(x+3,,4+3,,5+3;,... ) uti, sa +3 RE. «i 


è. du 3° du d; du 


tati gita gtt 
du du d°u 

dd, — 43 òd di deal | 
Ta ag Fri > (0%), 

è, du 3° du è, du | 

2.3 da 2.3 dy 2.3 dz 

dd, d'u 
di 2 dady iui 


Pec. ec.... È 
Vol. HI, 29 
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la qual formola esprime il teorema di Taylor esteso alle funzioni di più va- 
riabili. 
191. Indicando con (u) e con 


O-A- 
Ga) i a): ioni hu de 


du du du d°u du 
de dy °° da” de da” 


du d°u du du 
daily dadz” " dd? dady”’ 


allorchè in essi si pongono x=0, y=0, 2=0.... , se nella equazione 05 
mutano prima le €, Y,2,... in zero, € pui si C,, d,3 Oggec. ÎD CY, 27 SI 
avrà la formola 


du du du 
F(x,4,2,...)=(u) +e (E o) + ()* € . +-+ 
+5(= Do) ti LF) (3 3) FIRE 
dz? 
d°u 
rrina 
ni): re (i) te(22) (0), 
du zì (È DE: 
+5(2)* Z ZE o) + 2.3 (2) 


si af du su 
2 dady? dre» 


+ cc. ec... 
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che è quella di Maclaurin estesa alle funzioni di più variabili. Se le variabili 


sono due solamente, sarebbe 


prio: e di + 
se e 0 tia) 


"ec. ec... 


(0°) 


Proposta la funzione u=-a”, si avranno 
3 


du dd I: 

de gg o 

du du du 

de Ta 7 a A 


du du d'u du 
dl [SANTA — sr4y 1137 
=—=-—- e), 


da dg dady da? dy dy 


e quindi 


d° 
» 7)= n ih) = 
3 È 3, bi x 
e) LL E DE fe I N n le 2) =l'(1), ec. ec... 
(Di da ‘dy 


Laonde sostituendo nella (0) questi valori, si otterrà 


2437) V3.A L4+y +3xy+3x*y 
crm tetein III reg LALSIMAEI 
ossia 


chi (x ne 


ar=i+ alto e) E A. 
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CAPO XXI. 


DEL CALCOLO DEI RESIDUI DELLE FUNZIONI, DELLA DECOMPOSIZIONE DEL- 
LE FRAZIONI RAZIONALI IN ALTRE PIÙ SEMPLICI, E DELLA SERIE DI LA- 
GRANGR. 


192. Rappresentiamo con 4, 7.) £3,-.. le radici della equazione 


Pope (4) 
Toma 


le quali suppongansi primieramente tulte fra loro disuguali. Quantunque 
debbano aver luogo le equazioni 


fa=e® fa, fino, 
potranno ciò non ostante le espressioni 
(a,—w)f(01). (0), (E 
ricevere un valore determinato (89). In tale ipotesi poniamo 
r)fn=i@) sf enfa 
donde 


ME a =. 


LAI 


e, dinotando è una quantità infinitesima, sostituiamo ad a nella prima di que- 
ste ultime formole x,+8, nella 2evonda x,+60, nella terza 2,40, ec. ec..., 
risulteranno (79: W)) 


0A 
1 EI I()+ 112,49, 


f(2.+09)= 


fix.4+0) 1 
cre! f,(2.}+ fe. te0), è (4) 


L(03+0) 


1 
) "3h 3) tf, tl 


fix; +9}=— 


EC. EC... 
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Suppongasi in secondo luogo che la equazione (9) abbia due, o tre, o quattro, 
e generalmente m radici—x , n radici=x,, ec. ec. ; ponendo 


(x )f(®)=f(@), (ea) = (0)... 
donde 


(g'") 
f(x (a) 
( ) (ae E end e es 


(na) 
e sostituendo rispettivamente x,+-0, x,4-0,... ad x, si otterranno (81: (r712)) 


L(2.+9) _ ERO 


[aski== 2 fl Rara Fuga ++ 


1 fx.) fx, 4-50) 
0 1.2..(m-1) 1.2...m ” 


g'”) 
f(2,+0) 1 40 1 (0, 
f(e49= I i pla) gr SET O ++ 


1 fl)  £0 +5) 
01.2...(n-1) " 1.2...n° 


ec. €C, . + 


Premesse tutte queste cose , i coefficienti 
[(2.), fi(c.), (03), 


cad i P Mera 
della quantità 6 nel primo caso, ed i coefficienti 


f(x.) f(x.) 
1.2...(m-1)° 1.2...(n-1)” 


della stessa 2 nel secondo, sono chiamati dal Signor Cauchy residui della 


funzione f(x) rispetto ad c—=x, , a=r,, #=%;,.. 
193. Volendo determinare siffatti coefficienti, diremo di volere estrarre i 
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residui dalla funzione f(@), ovvero, lo che torna allo stesso, dalle 


is) Ga ai 
pr ’ xx, , xx: 9. .3 


dippiù la estrazione dei residui la indicheremo con la lettera €, in guisa che 
le seguenti espressioni 

(ea) f(4) sen) fx) c(ex)f(1) 

(\a-2}) "© (e—a,)) E ((@-23)) ” 

dinoteranno i residui parziali della funzione f(x) relativamente ad e=x,, 


X=%,, X=X;, + + +; inoltre la somma di tutti i residui relativi ad a=x,, 
X=%X:,) ®=&5, + + + , la quale dicesi residuo integrale, la rappresenteremo con 


È 


E((/())). 


Per la qual cosa , se la (g) è priva di radici uguali, saranno 


(e-x)f() (x—x.) f(£) (Gmatico) AGIAT 
O pg), ENO ia) EZIO (5) ì 


SUS) =({ (2) + (0) + (00) + 3 


e supposto che »m radici sieno = «, 


see) _ entra) _ fm) 
(a—x.)) ([at—a.}") 1.2...(m-1)” (>) 


fin): 
CME= AT I + f(x) + fe) + 


Finalmente osserveremo che dovendosi indicare il residuo di /(x) rispetto ad 
alcuni soli dei succennati valori di x, come per esempio rispetto ai soli tre 
valori %,, %., #:, faremo uso della segucnie formola 


ii )lea,)(er)/(£) 
(eee) 
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194. Soggiungo ì seguenti esempii : 1.° Si abbia 
. cia SI 
ASTI) 
saranno 
ae==e,=i, r=x,=—1 
i due "aa atti a rendere infinita la /(x), ovvero a soddisfare la equazio- 
ne do soi e quindi 
O) ì 
(a_2.)f(x)=(e_A)f mae! ala) 


2 


L+ 
(a—-z)f(=(+1)f(= 


1 
i =f. (x); 


donde otterremo 


(e1f(0) _ 1a (a 1)f(x) _ DE 
Ten TE (a) SS 


come pure si avrà 


E((f(@))={[ (tf (0. 
2.° Sia 


n . . # LR 
Sarà q=2,= 53 Un valore atto a rendere infinita questa funzione, cioè sa= 


Tr x > 1 
rà_ una radice della equazione — =0, ed avremo 


2 fa) 


Tr 
de - 


n 2 
(e_x.)f(a)= ( L_- a f(x)= "a =|f(a) . 


0 
Ora questa f(x) prende per 2= gia forma indeterminata G ; sarà facile però 
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il dimostrare , prendendo la derivata del numeratore e del denominatore, che 


n 
essa per £ = 5 è=—1. Adunque sarà 


3.° Propongasi in terzo luogo 


Ds LA 2-1 . 
le (et ° ati 


4 ; 
sarà x=x,=— 1 il valore che soddisfa la *unazionero =0 , e perciò risul- 
terà 

(ea )f(a=xt1)f(= TA, eng 
N 1 / Fia x+1 ETNA 
donde 


SEI. pera: 
da Ca Dna 


195. Allorche la funzione f(x) presentasi sotto la forma di una frazio- 


Ù 


ne —< se si vorrà indicare la somma dei residui relativi alle radici della equa- 
È 00 
zione X(x}=0, si scriverà 
c__0(8) 
CI aigi\\ 
((Xix))) 


applicando le doppie parentesi alla funzione x(x}. AI contrario 


(8) 
“ x(x) 


rappresenterà la somma dei residui della /(x) relativi alle sole radici della 
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1 : PRRIERE: 
equazione —— =0, e si avrà la equazione identica 


(x) 


_el[®)\\_e_0®) ((9(x))) 
cen =((D)E TOTO 


Similmente se y(x)=L(x)}m(x), le due espressioni 


(2) (2) 
Tao Tae 


dinoteranno , la prima la somma dei residui della f(x) corrispondenti alle ra- 
dici della equazione 4(x)—0, e la seconda la somma dei residui della mede- 
sima f(x) che corrispondono alle radici della equazione #(x)=0; in guisa che 
si avrà in generale 


e__98) o(2) 9(2) 


— 4g 24 
Ga Tara TA 
Inoltre supponendosi g(x)=Y(x)ITx), si darà luogo alla equazione 


(FMI) _ (EDIT) 
o È 
* g00 e È 


X(x}((1I(®)) 
X3) 


2 


nella quale i due termini del secondo membro esprimono rispettivamente i 
1 


=_= ca= 
Ta) Na 


residui della f(x) rapporto alle radici delle equazioni 


Laonde si avrà 
men=e((EE))= e( ba e 


= Y(2IH(x) YaIHI(x) 


| * ((*)))I1(#) , TA) 


196. Se la funzione fx) esprime la somma o la differenza di più funzio- 


ni g(x), XE), «.., il residuo integrale della somma di queste funzioni sarà 
uguale alia somma dei loro residui integrali, sarà cioé 


A@))=E() EA...) = Lt AK)... 
Vol. HI. 30 
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) i 
Infatti la equazione == =0 sarà soddisfatta dalle radici di tutte le equazio- 


{(®) 


0,... perciò, chiamando x,, x.,... le radici della prima; 


. 1 0 
DI RT apro = 
our) 9) 
al, delia quelle della seconda: ec. , qualunque delle prime, delle seconde, 
ec. radici si sostituisca ad x nella funzione 


[A=%a)txn£... 


dovrà questa medesima funzione divenire infinita rispetto a ©) nel prime 
caso, a X(x) nel secondo , ec. Per fa qual cosa si avrà (192.193) 


Sf) Eine (er) 
+e eta a )x(a)t... + 
Re eee ira = 


= (MEO NET.. 


197. Se la funzione f(x) è il prodotto di un'attra funzione Fix) per un 
fattore costante a, si avrà 


Ea) = E((afix))=at((Ka))}. 
Questa altima equazione è un caso particolare dell’ altra 


AMI = Era H+ CIMA), 


la quale per le cose stabilite sopra (195) è evidente, e corrisponde alla equa- 
zione differenziale 


d.sy=zily dude. 


198. Si notino ora le cose che qui soggiungo : 
1.0 Dalta prima delle 9") abbiamo 


Fr )26f fa 40) (a+; ] {a +60)=0f(c +0), 
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e quindi, osservando che lim.f(x,) e f(x,) sono la stessa cosa, 


f(x )=lim. [fe +0) 1a +0)]=tim.0(x +0), 
ovvero (193) 
(a—2,)/(2) 
(ex) 
2.° In questa formola si suppone che per x=x, si abbia (192) f(r)=% . 
Laonde, se per x=x, non si ha /(x)=% , sarà 
(1) 
((r—x0)) 


cioè il residuo della fx) rispetto ad x=x, risulterà=0. 
3.° Se pongasi 


£ =lun.0f(x 4-0). 


Ù limba t 6)=0; 


(x) 


ed inoltre a, sia radice della equazione y(x)=0, sarà (1 È) 


pr +6) 


f(x, —lim.A 3 
i x +0) 


perciò avremo (79:(r72)) 
f(x )=lim.0 an I = (1) 
i xe)tiyx' +0) x) 
per essere y(x,)=0 ; e quindi 


(ax )fx) Li 2, ) 
((@—x.)) x) 


È 


Nella medesima guisa , supponendo essere x. , x;,... le altre radici della 
x(x)=0, si otterrebbero 


slesaia) _ e) seni) 0) 
(Ex) xe) (na) xe) 
€ conseguentemente (193) 


ox} 90) oa), ga) 


a) XE) x@) re) 


«ee 
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4.° Da questa ultima equazione agevolmente si dedorrà 
Att t _o() p) pA 
(GEM (E) (a) ED 


Infatti supponendo come sopra che le radici della equazione x(x)=0 sieno 
x, X,3 X3e--, Si avrà (3.9) 


"è 


srertialtazit o _ alti) trae)t 
((x(®)) x'(81) 
+ x.) +L(2.) +a(x » 
x'(2.) 
RCD CRELICA 
x'(85) 
Eu La wai aaa = 
_a(e) ef) es) 
XE) tx ve) 
Ha) Ue) +) 
XV) XA) * x) 
a(x.) (e) (03) 
SSL si 
Xe) Xe) gt 
a e n EE == 
RIO 4 pà 
= ment ei Tae * 
5.° Poichè abbiamo (192: (97)) 
(2, +0)=0"f0.+6); f(a,+9)=9 (+9 +» 
perciò avranno luogo le seguenti equazioni (192. 193) 
pfnedie) mela) dee, 
(ex)  12..(m—1) 12..(m_1)  d°0 
plaza) EA 1 ICE, at) 


(ana) 12. (i) 1.2...(n—1) d''0 


CC. Cl... 
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purchè negl’ultimi loro membri, a differenziazioni eseguite , si pon- 


ga 6=0. 
6.° La prima delle formole (97), e la prima delle (97) coincidono con le 


seguenti (192: (91). (9°) 


{(0) fa) _____ fm@) 
Tazs) %:) mi Gs) 1.2...(m-1)” 


le quali, sostituendo z ad x, ed m+1 ad m, si mutano nelle altre 


O _ f(x) fm.) 
“e-e) —%,) mia (2 a) 1.2...m° 


7.° Poiché si sa essere (64: 3.°) 


: a) SA) da) 


de zx (x) 
e(2) 

(E e) mele) 
dz (a) (£- (aa) 


perciò (6.°) i residui delle funzioni 
(2 e) 
(>) e 


per rapporto a z= , saranno (196. 197) 


LO e O_ go 


(E) “(((2-x}) 
e Ms ea) e) _ _ 
“{z—x]")) ((2-x]") 1.2....(m_1) 1.2...(m_1) 
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8.° Abbiamo (64: 2.°) 


1 (O È (© 
ana) E + le ET 


be) 
3—-X dz 


0) 6(2) 
aa + ‘( ) 


a agg 40) 


ia. 


dd 
se? 
O pm Ss (ES) 


quindi saranno 


-xof®, 


A e) 


a 


Siccome poi i residui dei primi termini dei secondi membri di queste due 
ultime equazioni sono (7.°) uguali a zero , perciò per i residui delle fun- 
zioni 


ROM, 


da 


presi per rapporlo a z=%, otterremo 


_gXE00 _g XEXG 
a) — ET 


ovvero ancora (6.°) 


1 da {[X(2)ex)] 
rea) — Sai de 


199. Nella prima delle (9!) si sostituisca e—x, alla quantità infinitesi- 


ma 6 ; si otterrà 


f(x.) 1 fa») de l'e) 
(Ro dani Lo (xa, aa RetE 
1 fa.) 
+e tltaa” rta) 


Abbiamo poi (196. 197. 198: 6.°) la seguente uguaglianza 


@) 1/G) 1 l"@) i fe) 
(xa) 1 (a) Tale) to: i TIZ.(î, ea) 
sit {(z) 1 lA LA SA 
an te TER 
1 (O 
+7 


=) 


ni) —e)t+(re_a (a) + 


+(a-x.) (a) +.. +e 


e odiosi (ata. )"-(— x.)" = 
Gr} (([2—a,]") ds 

{2 1 (-a)"fs 

ceto 


(e-2(Liua.T) (ma) ama(i—a. 1) 


nella quale 


(2) Le la i (_2.)f() 
CRET( [ae DAMMI CTC) 
è (193) il residuo della funzione 


fa) 


L_5 
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preso per rispetto a 2=%, ; il qual residuo (198: 2.°) sappiamo essere =0, per- 


ché per z=x, la funzione 


(3 
E conserva un valore finito ed d, Sarà dun- 


que 

SE) 1 e) i _l'@) 1 fl)(x,) 
mot 159° Ut] +... + p i sa 

(ax; ALE I ana) 1.2 (ax) 1.2...(m-1) a—a, 


_ a) 
<=) 


Per la qual cosa , ponendo 


; " Me, +ele—2,)]=w(7)...(977):; 


devo 


avremo (192: (9g). 193) 


f(3) (ar, ZI) 


eat Gaga 
ZSC 
“Egea te 


e quindi 


200. Ciò posto, si potranno stabilire le cose seguenti : 
1.° Ponendo nella (9777) x=x,, avremo 


fe) 
ui E 


cioè la funzione &(x;) ottiene un valore finito. Infatti perchè abbia luogo la 
serie (1772) dimostrata nel numero 81 , bisogna che il fattore 9°(z+eh) del- 
l’ultimo suo termine non si annulli per h=d, bisogna cioe che 92) abbia 
un valore finito diverso da zero ; ora la prima delie \g7) esposte sopra (192) 
essendo una semplice applicazione della succennata serie (r712), in essa il fat- 
tore f‘x,-4-s6) dell'ultimo termine dovrà pure conservare un valore finito , è 
diverso da zero, allorchè si fa 0=0; quindi per e=x, dovrà eziandio man- 
tenersi finito e diverso da zero il fattore (©[x,-+sx—,)] dell’ ultimo ter- 
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mine della formola posta al principio del numero precedente , la quale fu de- 
dotta dalla prima delle (9?) col semplicemente porre in questa 6=x—x,. Adun- 
que dovendo essere f‘"x,) una quantità finita , tale altresi sarà 


fc, 
aa Das D. 


2.° Da tutto quanto è detto qui sopra (1.°), e dalla (g”11) dedacesi che 
quantunque f(x) risulti infinita per la supposizione di x=,, pure la differen- 


[(3) 
rimarrà finita per la medesima supposizione di a=z,. 
3.° Esprimendo adunque con 


za tra f(x), ed il residuo della funzione preso relativamente a z=7,, si 


(ME) ) 


Lt 


il residuo integrale , la somma cioè dei residui della funzione na) rispetto a 
az 
8&=2%,, 32%, 3=2%3,..., la quantità 


rog 0) 


PI 
7 


non diventerà mai infinita , qualunque delle radici x,, x,, Z,.... della equa- 
zione (9) si prenda per x. Laonde, ponendo 


2) 
fia) EMO re). .gr) 


? 


la funzione Fx) si manterrà sempre finita non solo rapporto ad e=x,, r=x,, 


I_-X;,... ma rapporto ancora a qualunque valore finito della variabile x 
(198: 2.9). 


7 N 
4.° Se la f(x) è una frazione razionale , siccome (fa) è una somma 
Xx 


di frazioni anch'esse razionali, perciò dovrà necessariamente la Fx) espri- 
mere una frazione similmente razionale. Si è poi dimostrato (3.°) che questa 
funzione F(x) deve rimauere finita per qualunque valore finito si assegni alla 
variabile x; per conseguenza in essa il denominatore dovrà essere indipen- 
dente da x, dovrà cioè non potersi annullare per un qualsivoglia valore della 
variabile 2. La funzione adunque Fx) avrà un denominatore costante, € 
perciò essa sarà una funzione intera della x. 
Vol. II. 31 
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3.° Ciò premesso , pongasi 


QI) 
x(a)° 


f(a= 


in cui 9(x), y(x) esprimono funzioni intere della variabile 2, e sia il grado 
del denominatore y{x) maggiore di quello del numeratore 9{r): sarà in tale 
ipotesi 

f(a)}=0, SeIZ=, 


e tutto il primo membro della equazione (97%) si annullerà (198 : 2.°), perciò 
anche si annuilerà il secondo membro F(x): ma una funzione intera di x, 
quale abbiam dimostrata (4.°) essere la F.x), che si annulla per a=% non 
può non essere identicamente , cioè costantemente nuila. Si avrà dunque nel- 
la ipotesi in cui ci troviamo 


(E) 


F(aF0, e fix)= È 
q_z 


pg) 


6.° Se dopo di aver moltiplicato per x ambedue i membri di questa vl- 
tima equazione , si attribuisca ad x un valore infinito , dinotando con F il 
corrispondente valore del prodotto x/.x), si avrà 


iii (09 
ef(a)= È 
: ft 
XL 
e passando al limite, sarà 
I=C([)): 
ed annullandosi F, avremo (9>) 


£E)=0 


Questa ultima formola sussisterà ogni qual volta nella frazione razionale rap- 


presentata dalla f(x), la differenza tra il grado del denominatore e quello del 
nl 


TRE) il grado 
«) 


numeratore è >4; infatti in questo caso nel prodotto x/(x)= 


del denominatore essendo maggiore ancora del grado del numeratore , que- 
sto prodotto davrà necessariamente aunullarsi allorché si farà in es- 
so x 0. 
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201. Data la funzione fir,y ) di due variabili indipendenti x,y si sup- 
ponga che la equazione 
LI 
—— =0 
f(%34) i 


risoluta per rapporto ad x dia per radici x,, 2, £,,... Ciò posto, facendo 


f(x, 
(—_x;)f(£,y)=f(,y), donde (x,y)= pete ) 


si sostiluisca in questa ultima equazione 2, +0 ad x, ed y+-0' ad Y; avremo 


f(2,4-0,y+-0' 
fia. +9, v+o= Etre) 
{e 4-0, y 4-0 i 
Sviluppando il secondo membro Sai mediante la formola (0) espo- 


sa ; x 
sta nel capo precedente, troveremo essere f(x,,y) il coefficiente di gi per la 
qual cosa sarà ( 192. 193 ) 
(e_zi)f(e) _ 


È ea) — 


f(x, 3), 
€ quindi 
d sl TEIEY ) 


MI] 


dy dy 
Inoltre essendo (192: (g')) 
dle) 
Ia 
['a,y)= La; (E) nesta dI) _ dy 
ii ii: dy LT 
si avrà (198: 6.9) 
(eta yi c,4) 


dj __d{x.,9) 
È ((x—-x,) —  dy È 
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Adunque sarà 


(aa. Sn df(2,4) 
dy i ((c_2,)) 


In simil guisa otterremo 


agi VICZI) le 2) UCI) 


(e) _c dy 
dy °° (es) 
(e_xs)f(x,y) df(x,y) 
‘ene ta 
dy (123) 


e così appresso, donde si conchiuderà 


d Lena (1,y))) =g (CEN (x, O) . (92), 


cioè la derivata parziale del residuo integrale uguale al residuo integrale della 


derivata parziale. 
L’istesso si dimostrerà nella ipotesi che la equazione 


1 
[(£,4) 


abbia m radici = x,, n radici=x,; ec. Infatti ponendo in questo caso (192: 


(9"')) 


=0 


4 f 5 
i_a.)" f(c,y)}=f(x,y) , donde f(2,9) = 2; 


e sostituendo x, +6 ad x, y+0' ad y, avremo 
f(c:4-0,y+0" 
f(2,4-0,94+-0)= MO, 


Sviluppando il secondo membro di questa ultima equazione, ci accorgeremo 
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uns DEE TI d'*f (x,,9) 
21.2...(mA) de 
avrà (193: (9”7)) 


essere (190: (0 il coefficiente di i per cuì Si 


(ana)nfag) 41 dle.y) 
(([e—-w:]"))  1.2...(m-1) dem ° 
e quindi 
age) 
(ace) tt ere. 
dy  1.2...(m-1) da: dy 
Dippiù essendo (192: (9””)) 
df(2,) 
Ù PEG f' (x,y) : df(c,4) _ dy 
f, (2,4) 7. (aa. >’ ossia dy se (ax) 


si otterrà (198 : 6.°) 


df(7,y) 
du clara d"f(x,,9) 
=) — 1.2...(1m-1) dandy 


(e_-r,)" 


Adunque sarà 


(w-x.)"f(1.y) © 2) (1,4) 


‘ene, di 
dy (([a—x.}")) 
Similmente si dimostrerebbe 
(a—2,)"f(1,4) a: U(2,9) 
Tea) _s° 3 dy 
dy TC (ae. 


e così in seguito; quindi la formola (g*”), ed il toerema per lei espresso. 

202. Mediante la formola (95) si risolvono le frazioni razionali in altre 
più semplici, la qual cosa verrà dichiarata per via degli esempii che qui 
soggiungo : 
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1.° Propongasi la frazione 


4a +2 . 
x(a-1)(c +1} ” 
sarà 
x'4a L4+2, sl 242° +2 iL Z' 42342 
x(x-1) ra-1}@+):= 5(3-1)°(+1)°// 2-20 IONE 2-1) (11) (£-2) Pil 
2'+z 242 4a? +2 


+XEMNAEiTot eric 


Ora per rispetto a == x,—0 si ha (193: (9”)) 
3H-53° +2 2 
_———___————— —t<=x= "=f L, = 
CODE (a—-s5) (e) x’ 
dippiù per rapporto a z==x.=1, siccome (193: (9”). 198: 5.0) 
A+9+(1+6) +2 


cile RION ONE LL (ek) d1+0)(24-0) Ezio) 
AED dò 
ponendo, dopo di avere eseguita la indicata iù 0=-0, sarà perciò 


54-20 +2 ___I 3°. 
E Deti)(a—z) (e-1)° 401)’ 
finalmente per rapporto a ==x;=—1, avendosi 


(0-1) +(0—1) +2 


dla dj 8° [la :3+0)} _ =) 
EN da —— a 


purchè , dopo di avere eseguita la differenziazione, si faccia 6—0, si otterrà 


E a 1 se 3 
GED(EFNez) et i+) 


Adunque 
Ca" +2 _2 1 3 i 3 
ae-1f@+1) 3 - (e-1)  A4a—1)  Zaek1) 4041) 
2.° Abbiasi la frazione 


1 1 
+1) ETVEDG4VaN 
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sarà 
ata 1 £ 1 PI 
FE) Eat EHE) 
er 1 da 1 
“DEF AE VEDA) È 
1 


+ A VENGErVEDa=a) 


Ora rispetto a z==x,=0, siccome (193 :(g”). 198: 5.0) 


1 
ot ig EC) C41ad) 
E)ETDe=5) 3 SATO dé” de: dé? i 


supposto dopo le differenziazioni 0=0, perciò si avrà 


—_ n_rr_r_ 
TEO)GING=a a 1; 


inoltre per riguardo a z==x,=VY/_1, si avrà 
ferrea 1 __ 1 . 
FEVEDGA+ Vena) VED AV VE) denvai) 
da ultimo rispetto a 3=2;=—V_1, si olterrà 
pro} iii essi 
Gav ENG+ VD) CVEDAaViErVa n Xe ven) 
Per la qual cosa sarà 


4 i 1 1 1 
x(L41) Ce x taevgt 2ax-4y 1) 


3.° Proposta la frazione 


1 
(c-1)°(2+3)” 
sl avrà 
1 1 1 
G=17@43 EM aaest TA 
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Ma per rapporto a ==xr,=1 essendo 
1 
lena 
5 1 È d{6°f(2.4-0)] È _(0+4(e_01) 
(17) +39 db dè i 


purché eseguita la differenziazione pongasi 6=0, otterremo 


e 1 si 10 
(3A ))E+9e—2)  d(e-1)" 161)" 


dippiù si ha per riguardo a ==x,=—3 
s 1 1 
(:-1)°((&+3))(e—2)  16(x+3) 
Laonde sarà 


1 f 1 1 


(x-1)°(c+3) 41} — 160—1) sa 16(1+3) 


4.° Si abbia la frazione 
fix) 
(r_-2.)(2-r.)(c-2,)...r-2,) 
si troverà 
la) n 1) 
(rr eritrea) ((3-2,)) (0-2) (e) 2 
f(3 1 


{(2) 1 
+ ge senla ‘a—3 


f(x.) 1 
* (cz) (a)... (1°) s_r T 
f(x) i 
+ (2-2. ) (cz, (2-2, ) Tx, 
Pieri darei + 
si f(x.) 1 


(LE (LL) (LeL).. (En Lun) E—I, 
Moltiplicando il primo e l’ ultimo membro per il prodotto 


(rx. e-:)...(e-x,), 


si otterrà 
(2-2, )(1-2;).. pe -2,,) (2-2,)(2-23)..(&-2,) 

f(x)= Li si 

sì (21-27-23). (1-2) E (2.-2,)(1,-23)... (£.-2,) ii 
(2-2, )(x- “n (1-2,) AI f(x.), 


(2-21) (7:-2,) (9 -Lm) f(e)t..+ 


(Eno: (LL) tm 


che è la formola d’interpolazione di Lagrange in altra guisa dimostrata so- 
pra (11). 
203. Esprimendo 2: una radice della equazione 


z—e—ky(2)=0...(g*02), 


propongasi a svolgere @(z:) in serie ordinata secondo le potenze ascendenti 
della quantità &. Abbiamo (198: 3.9) 


e_N _ 0) 
“(Esa nia) IG) 
e conseguentemente 
fe IILONO _ Mes) _ n 


SI Dio PL} 
Gee) 1A) 
Vol. Il. Ss 
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È poi (82: 3 o 


l XA i ( XN 
renti E (CD) a) - 


= 
mb 1 e utehy.s) ° 
perciò, ponendo per brevità 


(Rail x(£) ME 
indi sr shy(s) at: 


e differenziando l’uno e Valtro membro per rapporto a 2, otterremo 


63: 8.°) 


ra) 
sfillxe) 1 UST (È) E (È (0 dF 
om da dn “ag 


LIS da 


2 la x-kyg) 2-0 1 


A Lu (EA xi Di e(& IAT nad 
oa DI 
+: das (E <>] dia Cola 


a EI} gi 
z| zx UO \z—x f di 


(61:07. 


JCT sa CO) 


fg A | sua) _XE) Hr 
ZL Li esi 


I ib ca dere ; . 
Moltiplicando il primo e l’ultimo membro di questa equazione per s—a—ky(s), 
sl avrà 


an uv alici by)” dr 
init (ZE) —ia+o(22) +ea—ky(2)) 7 
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ossia 


i n ky(2)N” dF 
O=— (—) 4ky(£) (C) + (c-r—ky(3)) = = 
Z XL © Ly AS 


ft: DO z\|P ; . dF 
PUO art 
e quindi 
dl _ palo] 
di © (ste) —a—ly(3)] 


i dF 
Sostituendo adunque a E questo suo valore nel secondo membro della equa- 


zione (2), e moltiplicando tanto il primo quanto questo secondo membro per 


@(:) , risulterà 
d (E 
ER e MEI 


———_———_ DI —_T______-- 


s—x—kys) a 1 dz ds 


a (Le) 
1g! (2) (= k neri TE 
(3) ar dr ae “gr 


m d XE) I 
MSA ZA e I] 
mo ds e 


Dalla quale equazione estraendo i residui rapporto alle sole 5=z,, ==%, e 
posto per compendio 


PIXO TEMA 9, 


03) 7 ia 
nor uni 3)] 
sì otterrà 
I; I° dee (x)] 
vaeo - oa —_ T_T 4... 
an e ee i 
(43) 


o atea) (—x)(—z)P 
de Le (x ) J E NE ì Cai È d 
41.2... dge* (feels, 1) 


Infatti dalla equazione (1) il residuo rapporto a s=z, del primo membro del- 
la (3) è (2,), ed il residuo rapporto a 2=-x° dell’istesso primo membro del- 
la (3) è nullo (198: 2.°). Per la ragione medesima poi per cui è nullo il residuo 
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rispetto a 3==x del primo membro della equazione (3), sarà nullo il residuo 
rispetto a z=z, del secondo membro di questa medesima equazione , mentre 
il suo residuo rispetto a z=2 calcolato mediante le dottrine esposte e dimo- 
strate sopra (196. 198 : 6.° 8.°) è appunto il secondo membro della (g*”). 
Suppongasi che crescendo m indefinitamente, si abbia 


COTTA 
Ea] 


si darà in tal caso luogo alla seguente equazione 


lE do (xa) | sd | 


lim. 


k 
EIZO TT 
(937) 


E_ dex] 
dat. | 


che è la elegantissima serie di Lagrange. 
CAPO XXIII. 


DELLE TANGENTI E NORMALI, DEL PIANO OSCULATORE, E DEGLI ASINTOTI 
DELLE CURVE POSTE NELLO SPAZIO. 


204. Immaginiamo nello spazio una curva riferita ad assi ortogonali 
AX, AY, AZ; e sieno 
x=fiz), y=f(3) } ...() 
le sue proiezioni (178**) nei piani XAZ, YAZ; o la curva sia piana, o abbia 


doppia curvatura , la sua tangente nel punto (x, y, 2) verrà determinata da 
quelle tangenti, che nei due piani coordinati XAZ,YAZ saranno condotte per 


i punti (x, 2), (y, 2) delle proiezioni. Per la qual cosa , chiamando £, n, gle 
coordinate della retta tangente la curva (a), si avranno (123) 


di 
t-a= _ (3), ay = Di 9} .-. (a') 


Quindi 1.° Se con (t2), (ty), (tz) si esprimano gli angoli che la retta tan- 
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gente la curva (a) nel punto (x, y, £) forma con gli assi AX, AY, AZ, si ot- 
terranno (184°, 185") 


o 
cos(tx)= STR 3 2, 
cos (ty)= de =; . du (a”) 
VA da dy dz 
Dj Ur 
1 
cos(t3)= = 


ZOGOrI e 


nelle quali espressioni si suppone per brevità 


AOLOLE 


2.° Se le due curve (a), e 
==f, (8), y=1() }...(0) 
si toccano scambievolmente, si avranno pel punto di contatto (121) 
farà =), @=[/A, fl. 


205. Quantunque la curva i non sia piana, ciò non ostante agevol- 
menle si comprende che qui ancora ha luogo il teorema già dimostrato so- 
pra (129), che cioè il rapporto di un arco infinitesimo alla sua corda ha per 
limite Ja unità. Ciò premesso , consideriamo nella (a) l’arco s unitamente al- 
l'incremento As: se c rappresenti la corda che sottende questo incremento , 


sarà (169**) 


c= VA +AY FA = Az AGNO 3] +) 
As 


TE @amiE 
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e conseguentemente si avrà 
ds=hd2=Y da +dy+d="...(a'"). 


Rendesi con ciò evidente potersi le formole (a'') scrivere nella seguente guisa 


de ( lx 
costa)= » cos(ty)= i cos(ta)= A (a), 
dalle quali si ottiene (185**) la equazione 
(£-2dx+(n —y)dy+({—2)dz=0 } ...(0”) 


fra le coordinate £, n, € del piano che passando pel punto (x, y, z) è perpen- 
dicolare alla retta (a') tangente alla curva (a) in questo stesso punto. Nel pia- 
no (a') trovandosi tutte le normali (sono infinite di numero) che possono con- 
dursi pel punto di contatto alla medesima curva (a) comunque posta nello 
spazio, esso perciò vien detto piano normale. 

206. Dinoti c una lunghezza infinitesima computata dal punto di con- 
tatto tanto sulla curva (a) che sulla tangente (a') dalla medesima parte : gli 
estremi della lunghezza 0, uno in (a), l’altro in (a') s'intendano congiunti per 
mezzo della retta è: corrispondano poi ai medesimi le coordinate x. , Y: , 5. 
nella (a), e le £., n,, <, nella (a'): si prenda finalmente la s per variabile indi- 
pendente , ed in questa ipotesi proponiamoci di determinare i valori dei cose- 
ni degli angoli (32), (3y), (62) che la retta è fa con gli assi AX, AY, AZ. 

Le coordinate £, , n, < possono esprimersi nella seguente maniera 
(79°. 205) 

da 


t=r+ocoste)=a+ 5 ra, 
i ds 


d 
n, =ytocos(ty)=yts n ) 
hi 
dz 
{,=3-0008 (t2)=z+5 E 
Inoltre le coordinate X., Y,, 5, possono rappresentarsi come segue (81:(172)) 
de. 0°/dx 
ene PRON ee tue ti 
soi pra (Ft ) 


1 o (d° 
y=yto +3 kol! ) 


ds 


dz 0fdz n 
sto t3 Frase o) 
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dove le a', a'”, a'dinotano quantità infinitesime, le quali insieme con 0 ver- 
gono al Zim.==0. Adunque (79**) 


3 ook, _0°/Va i Ì 
cos( cad TÈ ta i 


P YTN, 6° d’y gi 
cos(dy)= "0 Pardini ) en 


5 To ei Ze 
cos(62)= — 3 Cc =S5(E 4a! |. 
Per ciò poi che si appartiene al valore di 3, essendo (109**) 


P=(L EVA Matt) 


si avrà 


6° da di dy Di dex 2 l 
pa Der Da / REA ali Ian PINE. FIT x 
2 ds? +) na (GF = E (F iii ) (3) 


207. Riesce ora facile la determinazione dell’ angolo (0) che la retta 3 
fa con la tangente : imperocché abbiamo (170%) 


cosdt)=c0s(Tx)cos(tx)+cosdy)cos(ty)H-cosd2)cos(t2); 
ossia (206. 205: (a) 


dx [dx dy ( d°y dz / dz 
art ri ! 24 È " bivical Alnr mm 
ds \ds° w ) t ds (7 ua ) a ds (+ ) 


(7 i N° (3 tea ) dz. , ACE 
ì ds° Di Li gr La re) } 


Ora il numeratore di questa frazione riducesi ad 


cos(dt)= 


da dy dz 
ai TINA mot. 
* ds La PE ds’ 
infatti essendosi presa la s per variabile indipendente, sarà (205: (a'!)) 
dad’a+-dyd’y+dzd°z=dsd”s=0. 


Quindi conchiudiamo , che accostandosi o al Zim.=0 , l’ angolo (€01) si acco- 
sterà a 90°, finchè fatte o=0 nel punto di contatto , risulti (3)=90°. 
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208. La direzione adunque della retta 3 si accosterà alla direzione di 
una certa e determinata normale fra quelle tante di numero infinite (205) che 
si possono condurre pel punto (x, y, 2) alla curva (a). Pertanto questa par- 
ticolare normale, la quale dicesi principale, si rappresenti con n; si avran- 
no (206: (a”7). (a???) 
da 
cos(n Le eee ay 
VIP2LA UE 
d°y 


7_T(T(TWwae E quin 
VE+ dy+ (da) ( ) 


cos(ny)= 


ls d°z 
cosina) = === 
VED (A+ 

dalle quali espressioni si otterranno (185**) le equazioni 

d°x d°y | 

z o= (6-3): ney= Pe (0-2) pe }j 
della normale principale n, e la equazione 
naldz+ (md 4 I.. (0) 

del piano che passando pel punlo (x, y, 5) di contatto è perpendicolare alia 


normale principale n. 
209. Il piano condotto per la tangente e per la normale prineipale, dice- 


si piano osculatore. Immaginiamoci una retta & condotta pel punto (x,y, 3) 
di contatto perpendicolarmente a questo piano osculatore ; poichè si hanno 
(392*) (kt)=90°, (kn)=90°, perciò saranno (170”*: 1.°) 
cos(kt)}==cos(ka)cos(tx)+-cos(ky)costy)+-cos(ka)cos(tz)=0, 
costkn)==cos{kx)cos(nx)}+-cos(ky)cos(ny)+-cos( kz)cos(nz)=0; 
e conseguentemente (205: (ar). 208: (ar11)) 
cos(ka) do +cos(ky)dyt-cos (k3)dz=0 , 
1 @) 
cos(kx)d°x-+-cos(ky)d°y+cos(kz)d°z=0. 


Eliminando da queste equazioni successivamente cos (ka), cos(ky), tro. 


to 
(dai 
<I 


veremo (150*) 


costka) , cos(ky) ——costiz) 
dyd°z-—dzd°y 7 dsd’x—dxdz  ded’y—dyda' 
QXII 
cui dovrà associarsi (170**; 2.°) l’altra equazione ai 
c0s°(kx)-cos° (ky) +-cos°( kz)=1, 


a fine di poter determinare valori dei cos(ka), cos(ky), cos(kz), e conseguen- 
temente la posizione del piano osculatore. Per ciò poi che riguarda la equa- 
zione di questo piano, essa sarà (185**) 


7 


(E_a)cos(he)+ M—g)cos(ky)4-({—)ens( kz)=0, 


ossia per Ja prima delle (ax), (arm) 
(E) (dp z-dz)A(n-4Y ded dad) 4-((-9)(drd"y=dyd22)=O0. 


210. Si determineranno da ultimo con agevolezza gli asintoti di una 
curva descritta comunque nello spazio , ossia che si rifletta che questi asin- 


toti hanno per proiezioni sopra i piani coordinati gli asintoti delle proiezioni 
della curva, ossia che si osservi che se 


a=mztp, y=m'z4-p' 


sono le equazioni di questi asintoti 3 i valori di x, y dedotti dalle equazioni 
della curva data si potranno rappresentare nella maniera seguente 


r=M3|ppa, y=m'z+p'4+g, 


essendo x e 8 due quantità , le quali si accostano al Zian.=0 allorché £ verge 
al lim. =. Quindi evidentemente ricavansi 


DI XL . 
ma=lim. — , m'=lim. 
z 


Li 


Qi Ise 


p=lim.(x—mz), p'=zlim.(y—m2). 


Per calcolare adunque i cocflicienti m, m' farà d’ vopo porre nelle equazioni 
della curva x==$3, y==s'z, © poscia cercare i limiti verso i quali convergono 
le variabili s, s' mentre che il valore di = si suppone crescere all’ infinito. 
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Dopo poi di aver trovato m, m' sì otterranno p, p' col porre 


c—mz=s,, y mas 
e col cercare i limiti di s,, s;. 

ll calcolo precedente darà solo gli asintoti non paralleli al piano XAY, 
ma ognun vede che mutando nelle superiori equazioni & inz, €35 Na, sì 
otterranno gli asintoti non paralleli al piano YAZ, c quelli non paralleli al 
piano XAZ si avranno col mettere 7 in luogo di 2, c £ in luogo di g. 

211. Daremo termine al presente capo con l’ applicare alcune delle for- 
mole esposte quì sopra nello investigare le proprietà dell'elica che è una delle 
curve a doppia curvatura di non piccola importanza nelle arti. È l’ elica co- 
me la OMCNC/N' ee. (fig. 18.) descritta nella superficie di un cilindro retto a 
base circolare in guisa che la distauza MP di un suo punto qualunque M dal- 
la base del cilindro abbia un rapporto costante al corrispondente arco OP? del- 
la circonferenza di questa base, contato dal punto O dove la medesima è in- 
contrata dalla curva. Prendendo per assi positivi delle coordinate il raggio 
AO, Valiro AB ad esso perpendicolare, e l’asse del cilindro che può dirsi 
eziandio asse dell'elica : dippiù chiamando il raggio del cilindro, q il rap- 
porto costante della retta MP all’ arco circolare OP: finalmente indicando al 
solito con ©, y, 2 le coordinate AQ, PO, MP del punto M, avremo immedia- 
tamente le equazioni 


x°+y°=R?, 2=q arc(cos=x),z=zq arc(sen=y); 
ovvero ancora 


” 
re 


a°+y=R°,e=c0s =, y==sen—, 
q Vi 
le quali ci rappresentano l’elica mediante le sue proiezioni sopra i piani XAY. 
XAZ, YAZ. 

Sia u l’angolo OAP, che si può dire contenuto dal piano fisso XAZ e dal 
raggio mobile del cilindro , corrispondente al punto (17, y, 2) dell'elica, le coor- 
dinate 2,4, 5 si esprimeranno semplicissimamente in funzione di median- 
te le relazioni 


e=Rcosu, y=Rsenu, s=qhu, 


le quali nella ricerca delle proprietà dell’ elica sono da preferirsi alle superio- 
ri. Prendendo i diflerenziali di queste ultime equazioni, otterremo 


de=—Rdu senu, dy=Rducosu,dz=qRdu, 


e perciò si avranno (205: (a) gli angoli che la tangente all' elica nel punto 
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(x, y, 3) forma con gli assi AX, AY, AZ per mezzo delle equazioni 


(a) da senta (i dy cosu (e dz q 
tosta — e —__-, Cos yeztce:—--_- os( (2) = — == 
CARATI Vi+y” Cao VIE ds VI+9 


or la ultima di queste formole ci dimostra che l'angolo TMP compreso dalla 
tavgente all’elica e dal lato del cilindro è costante. Inoltre dal notato valore 
del coseno di questo angolo la tangente di esso risulta uguale a 


q° 
V(1- a) 1 
; = 


n ZNA si 


q 2 


Vi+g' 


e quindi nel triangolo MPT rettangolo in P sarà 


PT=MPranyTMP== = Ru=arc0P, 


con che si fa chiaro essere il luogo geometrico di tutti i punti T una evolvente 
del cerchio OPB (148). Si deduce inoltre che per avere il punto T nel quale 
la tangente incontra il piano XAY, basterà prendere sul prolungamento del 
raggio AP la retta PR uguale alla MP e fare in Run angolo PRT il quale ab- 


bia — per tangente, perché la intersezione della RT con la tangente al cer- 
q 


chio nel punto P determinerà il puoto T. 
I valori dei differenziali dx, dy, ds sostituiti nelle equazioni (a') ci da- 
ranno 


senu cosu i 
f-a=- a C=3)n—y= ni (62), 


e quindi 
E-x—=—(angu (ny), 


le quali formole sono le equazioni delle proiezioni della tangente all’ elica 
sopra i piani coordinati XAZ, YAZ, XAY , 0 che torna lo stesso , delle tan- 
genti alle proiezioni dell’ elica sopra questi medesimi piani, delle quali tan- 
genti l’ultima è rappresentata dalla retta PT, e la prima o la seconda dalle 
rette che unirebbero le proiezioni dei punti M e T sul piano XAZ, o sull’al- 
tro VAZ. 

Finalmente ponendo nella equazione (a") i valori dei differenziali du, 
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dy , dz, otterremo 


(E —a)senu —(n-y)cosu-g({—z)=0, 


à 5 . 3 IL 
dalla quale, sostituendo a sen, e cosu i loro valori Lo ® ne dedurremo la 


seguente 
ye -an—gqgR—2)>0, 


che dinota la equazione del piano normale all’ elica nel punto (x, y, 2). 
CAPO XXI. 


DEL CERCHIO OSCULATORE E DELLE EVOLUTE DELLE CURVE 
POSTE NELLO SPAZIO. 


212. Nella linea curva (a) i punti (x, y, 3) (v-+-A4x, y+-4y,2+ Az) ol. 
tre l’arco As comprendano eziandio l’arco circolare Ay,del quale il raggio pon- 
gasi=p; in questi punti poi abbia l’arco Ay per tangenti le rette 0,0, e 
l’arco As le altre £, 1; inoltre rappresenti &/ la perpendicolare condotta pel 


lim. — =1, 


As 


e perciò mentre il punto (r+-Ax,yt+Ay, :+Az) accostasi all’altro (x,y, 2) 
si muterà g per guisa che la curvatura del cerchio converga verso quella del- 
la linea (a) presso il punto di contatto (x, y, 2). Pertanto presso il punto 
(x, y, 2) la curvatura della linea (a) può considerarsi doppia , una cioò nel 
piano osculatore (ax) , e l’altra nel piano (a*): in ambedue i casi abbia- 
mo (140) 


ma riguardo alia pruna curvatura , sarà 


' 
lint _ 5 
il) 
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e riguardo alla seconda 


gini fi È 1 
ponendo quindi nel 1.° caso lim. —=-, e nel 2.° lim. Let otterremo 
gr ge R 


. Ax . As . Ax . As 
=tim. rr = lim. —_., Rlim. È = lim, 2, xe 
r=zlim (06) im Ch R=-lim (00) lim Wa) jl 3 


Dei due cerchi che possono descriversi con i raggi r, A solo il primo di- 
cesi propriamente osculatore ; esso ha nel punto (2, y, 3) la tangente comune 
con la curva (a), ed il suo centro si trova in un punto della corrispondente 
normale principale n (208); infatti il raggio r di questo cerchio deve trovarsi 
nel piano osculatore , nel piano cioè della curvatura cui si appartiene: ma il 
medesimo raggio r essendo perpendicolare alla tangente, dovrà pure trovarsi 
nel piano normale : esso dunque si troverà lungo la intersezione di questi due 


piani , lungo cioè la normale principale, sulla quale perciò starà eziandio il 
centro del cerchio osculatore. 


213. Se i coseni degli angoli che una delle t,t', per esempio f, forma con 
gli assi AX, AY, AZ, sieno espressi da 
cos(ta),cos(ty),cos(tz), 


apparisce chiaramente che i coseni degli angoli formati dall'altra # con i me- 
desimi assi potranno rappresentarsi con 


cos(tx) + Acos(tx),cos(ty) +Acos(ty),cos(tz) 4-Acos(tz). 
Quindi sarà (170**) 
cos(tl')=cos(ta)[ cos(x) + Acos(tx)]+cos(ty) [ cos(ty) + Acos(4y)]+ 
+cos(t2){ cos((2)+ Acos(t2}], 
1=| cos(tx)+ Acos(ex)}'+[cosy)+ Acos(ty)]}+[cos(:)+ Acosz)]?, 
1—=cos(ta)A-cos°(tr)+cos?(tz); 


e perciò avremo ( 54* : (24)) 
211—cos(t) ]=| 2son (1) |F=[Acos(tx) }P-+[.acos(ty) P+[Acos(t2)}, 


_————_—— 1} { + 
I a 


As As As 


n° __s0( GN | 
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Quindi, passando ai limiti , ove si avverta essere (70**; 2.0) 
-(te) 


lm. —_-= 1, 
sen-(t’) 


come pure (212) 
| As° > 
lim. (Con , 
risulterà (205: (am) 


fra 9: TS 


ma n 


Similmente poi si dimostrerebbe 


214. Vogliansi ora determinare le coordinate £ , n, & del punto in cui 
si rattrova il centro del cerchio osculatore. Poichè questo centro si trova sulla 
normale principale (212) , perciò saranno (79") 


& 


sia =cos(nx), —° 05(ng) E ros(na), Man) 


i (arr). 


ovvero (208 : (ar). 213 : (atr)) 
ta d'a n—y_ d'y {x _ _d°3 


2 leer =r_l Sf; 
r ds? n ds” r ds? 


VI 


; aWX sy d’z n 
t-a=r de? n—y=Y d tone er) 
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219. Cessando s di rappresentare la variabile indipendente perchè per 
tale si abbia, per esempio, la z, si avranno ( 64:3.° 61:4.°) 


d da p dy d dz 
ds __dsl’a—dad's \ds/ __dsd'y—dyd’s \ds _ dzdes 
Ba de de Te 


e quindi in tale ipotesi dovranno nella formola (a*) sostituirsi i secondi 
membri di queste ultime equazioni alle 
d°x dzy dz 
ds” ds’? ds” 
Eseguendo adunque queste sostituzioni , otterremo (205 : (a'”)) 
2 ds —_————6m e——Ò 
" (dsd'a—dod'sP+(dsd'y—dyd's) +(dad' — 
ds° 
——_—_T__—--w)À—_,.-.-< ol i 
ds°( (d’a)'4-(d°y)°)+(d°s)?ds'—2dsd°s(dxd’x+-dyd'y) 
ma nella supposizione che la variabile indipendente è 2, differenziando la 


equazione 
ds°-dxe° +dy*+-d2° si ha dsd’s=drd’a+dydy, 


sarà perciò 
ds° 
ITAL 
ds* 
a+ yi" 
la qual formola merita certamente la nostra attenzione per la sua grande sem- 
(dxd’x+dyd°y) 


a 


plicità. Pertanto in essa sostituendo (da°4dy°4-dz")? a dst,e 


a (d°s)°, risulterà ERBOSE 
CRE, (dx +-dy?4+-dz°f es 
((d’a)'+ (d°y)*)(d2°+dy"+d2°)—(dxd'2 4dyd'y)? 
(de°+dy°+dz°) 


— (ded’y—dyd'aP+(dzd’y)°+ (dzd'a)” 


264 


e dividendo per dz° tanto il numeratore che il denominatore, si avra 


(204: (a)) 


da? ni 3 
(ctr se 


de dy dy d'x 
dz da ds dz? 


“rota (ax). 
|fal”) —l'(£ (2)f")] +12 +") di 


d'aNIT 


Il calcolo ora istituito a fine di ottenere questa ultima formola, ci servirà di 
guida per ottenere le seguenti altre 


ica (x) [f'(2 l'a al z A+ 
Dali [°° pei A1T i 

7 5) z)f"( z Pe =\ {il z) get - N i 
va (cme fi Do 2 +f°(£ La Den, Ga (as) 


_PE (ELE lE) 
[P?(2) +f°(2) —-i rali | 


nelle quali si mutano le (a1”?) allorché cessa s di essere la variabile indipen- 
dente, ma per tale si considera la 3. Osserviamo inoltre che per la medesi- 
ma supposizione essendosi trovata la elegante formola 


di ds 
"E (Pap + (day) (Pot 


sarà facile, mediante questa , ottenere dalle (a*”2) le altre 


ds’ d. 2 
> ds 
sn 
(d°x)° + (d’y)°—(d°s) 
d 
asd 
emma, 
(da) 4-(dy)— (175) 
ds'd. È 
{3 
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formole nou meno eleganti della prima , in ciascuna delle quali si prende z 
per variabile indipendente. 
216. Eliminando dalle due equazioni (a) e dalle tre 


(ax”11) le due varia- 
bili 2, y si otterranno le tre seguenti 


EH), n-f{)=®2) -2=t(1); 


dalle quali eliminando z risulteranno le duc 


E=0(0) 110 } (ann, 


appartenenti alla linea 
della curva (a). 


217. Le formole (2%) danno (170**: 2.9) 


in cui si trovano i centri di tutti i cerchi osculatori 


(E, n)2 as 2 % 5 Pa 
cos'( n) {-cos"(ny)+-cosnz)=1= Cir perdi + 23 ; 
r r r 


donde 
(E-xY+m—y)?+ —2)=r?. 3 (axx17); 


inoltre moltiplicando la prima delle (ax) per d°x, la seconda per d°y, la ter- 
za per d°z, avremo (213:(a3”)) 


inald'atMm—y)d'y+(=)ez= 


, d°x 2 d°y 2 dz 2 
=r°ds n É ai = ds 
i (7) + (GL) + (F) }= ue: 
ovvero (205: (a'”)) 


(lt nyd'yKH(—d = da dj? d2= 0 -..(axun); 


ora ciascun vede che le equazioni (atx), (ax) e Ja (a") vengono soddisfat- 
te insieme dalle coordinate €, della linea (a). Infatti 1.° un punto 
£) i €) di questa linea dista dal corrispondente (x, y, 5) della (a) per r; e 
quindi dovrà (169°) aver luogo la (ax): 2.° come nelle equaziori (ax), 
così pure nella equazione (art), essendosi questa da quelle dedotta, le £, n, { 
esprimono le eoordinate del centro del cerchio osculatore; ma nella linea (axxI) 
si trovano tulti i centri dei cerchi osculatori ; le coordinate adunque di questa 
linea dovranno soddisfare la (axx41);3.° finalmente il centro del cerchio oscu- 
latore dovendosi trovare nel piano normale, dovranno conseguentemente le 


coordinate £, n, £ di questo centro 0 della linea (ars) alla quale esso appar- 
Vol. 11. x 


Lc. soddisfare la equazione (a”) che è quella appunto del piano normale 
Premesse queste cose , se noi differenziamo la (a”), avremo 

Eat y)Ayt TA 

+(de—dr)de + (In dy)dy+(d t_da)dz=0, 
da cui sottraendo la (as) risulterà 
déda4-dnd y+ddz=0 ...(avs”); 
e perciò, chiamando s Varco della linea (a*), e , la retta tangente nel punto 
(£, n, ©) la stessa (0%), si otterrà (205:(a”). 170**) 
cos(tt,)}=cos(ta)cos(t.) + cos(ty)cos(t,9)4-005(12)cos(t.2}= 


dé de da dy Ed _g 
ds ds © ds’ ds ds ds 


per cui sarà (tt,) =90°, la tangente cioè condolta alla nuova curva (avv) per 
il punto (£, n, &), forma un angolo retto con la tangente condotta alla linea 
(a) per il corrispondente punto \x, Y, 5), c quindi la £, alla nuova curva sarà 
compresa dal piano normale alla curva data. Dippiù differenziando la (av3r!), 
otterremo 


(ere da) + ay) Cad + 3) dda), 
ed a questa aggiungendo la (a'), ricaveremo 
(£-a)d +(n_mMdn+ (dre. 
per cui sarà (214:(as7”). 205: (a”). 170°) 


dr £—x dé, n-y da {= 
der ds vr ds vr d6 


(as) 


=coslna)cos({xr}-+ cos(ny)cos(t,y)+4-r0s(n2) cos(t 5) =rosinl,). \ 


Supposto che la curva (dà) sia piana, le rette n, £, costantemente coincide- 
a ; ; dr 
ranno fra loro (146); e perciò si avra (ne==0°, cost. )=1, -=1, dr=ds. 
ds 


218. Alla curva (a) s'intenda avvolto un filo, quindi questo filo si con- 
cepisca svolto per guisa , che la sua parte libera sia sempre lesa , e tangente 
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alla medesima (a); l’ estremo mobile del filo descriverà così una eurva 


Eso.(4), n=, (0) (ar), 


fa quale, adottando le denominazioni già pr (148) stabilite, la chiame- 
remo evolvente per rispetto alla curva (a), la quale si dirà evoluta, Ora su 
tali curve faremo le seguenti osservazioni. 
1.° Esprimendo Ta, distanza frasi due punti (x, 7, 2), (£, n, ©) che cor- 
rispondono uno neila curva (4), altro velia curva (us ‘), si avranno (205: 
{a'7)) le 


5 Ta 
2_— = c08(Ax)= costa) = Ts 


À 
Ls d 

= ==r08 (Ay)==008 (149) = = 
Ca dz 

e = OSCA= ) = cost) = = da 5 

donde 
Poema E, gr I na È Ius) 
ds * i 


abbiamo inoltre 
A+-s=0081., 
e perciò 
di=—ds... (asxrin), 
Adunque diflerenziando le (a*%), otterremo 


da 
nani n I (Gi) ; 


dy dy 
da—dy=—di — D —àd (3): 


dé-dz =—n È (1 n); 


ie quali ridotte daranno 


di=zioà.l n) (7 I) at=— (3): Ms) 
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Moltiplicando la prima per dr, la seconda per dy, la terza per dz, avremo 


a dae (da dy /dy dz (dz 
Masi ha (205:(a'”) 


di'=ds’=da4-dy+-d%?, 


e conseguentemente 


diN° (dyN° deN® __, da (dx dy ,fdyN dz fdzN _ 
(5) +) t () mu ii Ti) +R4(2 Re) 


Sarà dunque 


ddx+dndy+déd5=0...(0*33), 


dalla quale equazione concludiamo (205: (a”?). 170**) che la tangente alla 
curva (a) nel punto (x, y, 2), è perpendicolare alla tangente alla curva (a*31) 
nel punto (£, n, 2). Adunque la tangente alla evoluta sarà sempre normale al- 
la evolvente, 

2.° Supposta , come qui sopra, conosciuta la curva evoluta (a), per 
avere le equazioni (a**”) della evolvente, basterà nelle formole (ax) in 
luogo delle @, y, 5 sostituire i valori loro espressi in funzione di s, in luogo 
di À mettere cost. —s , ed eliminare poi s dalle medesime formole. Infatti si 
giugnerà così ad ottenere due equazioni fra le variabili £, n, £, le quali rap- 
presenteranno evidentemente la curva descritta dall’ estremo della lun- 
ghezza À. 

3.° Pel contrario data la curva evolvente (a**”), potranno come segue 
determinarsi le equazioni (a) della evoluta : abbiamo (169°) 


x=(-2Ytn—y)"+(-2)°...(09); 
questa differenziata darà 
idi=(E—2)(de—dx)+(n_yXdn—My)+—2)(df—d2): 


ma dalle (ax), (a**74) si ricavano 


dà di di 
din (fa), dy=— 7 (a—y), da=——3); 
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quindi sostituendo , otterremo 


= To) +n-y)' 472] (-y)lnt{2 die 


= AA +(£-2)de +(n_y)An+ (—2)dg, 
donde 
(E—MAE4 (+ (AO... (arno), 
Differenziando questa ultima equazione, avremo 
(ERE (rd n+ 2) THE + dn +d0= 
= dede+dndy+dédz ; 


ma questo secondo membro è uguale a zero : dippiù chiamando s l'arco della 
curva (at) si ha (205: (a’”) ) 


ds°=d£* +dn°4+-d€; 
adunque sarà 


(E—a)d7+(N—y)dn+({—2)d°7+4ds°=0... (arm), 
Differenziando una terza volta con supporre s indipendente, risulterà 
(a)d'i+ (ny nt (1-2) + ded'#+ dnd’n4-déd°é— 
— ded'E—dyd'n—dzd*i=0, 
e siccome 
did'yg+d4nd’n+déd'{=dsd’s=0, 
di 
—_ da=T (6a), —dy=— 3 (ny), —di=— La) 
perciò si avrà 
di . dA so. Da 
(E) (DEFOE d'a) + at FLO, 
ossia molliplicando tutto per À 


(ETDALET DIA (MYA NHAAd)+ ADAY ; 
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ma 


Id'E+-MdE=IAd-£) I +De=dAd n) Ad'+ Md L=UA%) , 
quindi finalmente si otterrà 
(EMA): AA MI_O.. (arto), 


Ora moltiplicando questa equazione per d2 e la (artt) per dAd’7), e dal 
primo prodotto sottraendo il secondo si ha 


ga DE ny | 
dadAd'Y—dU(Ad°n)  ddlQd't) diddl 


inoltre moltiplicando la (a!) per dn e la (ar:52) per d(Ad°n), e da queste 
prodotto sottraendo il primo si ottiene 


—_x — 3 
Ponendo dunque 

andQd’Y—dtdAd'n) = M, 

dta)d'e—dtdAd)=N, 

déd(Q)d'n—-dnd(Ad°&)=P, 
avremo (ars) 


__ Plim SC (mei (n_mdn _ TE 


MONT PO Mg 7 Nn T Pda 
_ Edit Mm_ynad'nt (30 — de 


Ud'EFNdntraT — T id't4Ndn4Pdt 


Abbiamo poi (ar53/) 


0 (ny? 3 _ otite, 
E A a M'+N'FP° MEN!" ° 
sarà dunque 
X° ds5 n 
TE ——— —— — —— ___ LS (av: ”). 


M°4N°4+P° (MdE4+Ndin4 Pd Y}” 


Premesse tutte queste cose si sostituiscano in questa ultima equazione i va - 
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lorì delle variabili £, n, espressi per 5, ne nascerà la equazione diffe- 
renziale 


di - 
X(A,5, ra) =0l... (att) 


sala 5 i i di 7 
fra la variabile <, l'incognita 4, e la derivata ca, Soppongasi che a quest: 
S 
equazione si soddisfaccia col mettere 
Any.(6,C)... (ar), 


dove € dinota una quantità costante arbitraria ; se nella (ann), ano, 
(a*!*!") si sostituiscano prima i valori delle £, n, {, A espressi per s, e po- 
scia dalle medesime si elimini < , si otterranno le equazioni (a) della evoluta - 
qui però si noti che la determinazione della funzione y,(5, C) dipende da! 
n) integrale. 

° Poichè C è arbitraria tante saranno le evolute , quanti sono i valori 
della un quantità €; apparterranno cioè alla linea (a*) innumerevoli 
evolute. 

9.° La equazione fra le @, y, 2 risultante dalla eliminazione (3.9) della 
s fra le due equazioni (ax), (as), sarà quella di una superficie nella 
quale si comprendono tutte le evolute della curva (497). 


CAPO XXIV. 
DELLE CURVE OSCULATRICI NELLO SPAZIO 


219. Dalla prima delle equazioni (as) si ha 


(29 (44) 


: 


SALATA. 


© dalla terza delle medesime equazioni moltiplicata per /"(), ricaviamo 


2) (Ale l’A+1)?/! Li " ty "i 
MC e Gta) _ POlO+'A LOLA: 


per la qual cosa, aggiugnendo insieme questi due risultamenti , at 
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terremo 


TITOLO POLLAIO OIHN"1 


donde 


["G)= I (HH eg 


Similmente operando intorno alla seconda e terza delle (a), avvertendo però 
di moltiplicare questa non già per /"(2) ma per f'(5), avremo 


ma DEEZTE P@+PO+1)..(a) 


220. Suppongasi ora che le due curve 


1=/(3),y=I3) LL), 


2=/,@, 421,6) h.. 6) 


e si tocchino nel punto (x, y, =), ed abbiano in questo stesso punto il cerchio 
oscalatore comune ; i valori delle f.'£), f."(2) risulteranno (204: 2.° 219) 
per un tal punto uguali rispettivamente ai secondi membri delle equazioni 
(a.), (a,), e perciò, nella supposizione in cui ci troviamo non solo si darà luo- 
go alle equazioni 


{(£)=Ff(2) , {A)\=£.(£) 
EFP) fE=l'e) 
ma eziandio alle altre seguenti 


MO ONUOZIO) 


Ciò posto , le curve (a), (0) nel succennato punto (x, y, 2) si dicono oscula 
trici. 

221. Dal detto conseguita (154) che se le curve (a), (6) sono osculatrici 
nel punto (x, y, =) le due loro proiezioni 


e=f(z), a=/, (2) 
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sul piano XAZ saranno pure osculatrici nel punto (x, =); similmente le 
due proiezioni loro 


. =), 950.(£) 


sul piano YAZ saranno oscalatrici nel punto (Y, 5); e vicendevolmente. 
222. Steno a+1, a'+1 gli ordini delle quantità infinitesime 


IETM)—f(5+A), f(3+h)-f. (+1), 


e si abbia a=za', ovvero a, per esempio, <a/; nell’uno e nell’altro caso avran- 
no luogo (162) le equazioni 


EIA OLA L'ALA ee..., 
ed insieme le altre 
Ela Asl, fAELO), AL"), ec... 


fino all'ordine = a, 0 immediatamente Da. 
CAPO XXV. 


DEL PIANO TANGENTE UNA SUPERFICIE CURVA , E DELLA 
CORRISPONDENTE NORMALE. 


223. Le equazioni 
s=f(1,Y4), 5, air} 4a'(N—-y.) 


appartengono la prima (173**) alla superficie curva , la seconda (173° : 2.°) 
al piano tangente nel punto (#,,%:,£,) : la prima diflerenziata sommini- 
stra (165) 

ds=[.'(&,y)dx+f,'(@,4)dy, 


la seconda pure differenziata, dà 


di=adf+a'dn ; 


e perciò sarà 


Te—dt=/(0,y) do—adt+[;/(&, y)dy—o' dn. 


Ora si supponga che ic coordinate €, y, =, come ancora le coordinate Ea È 
si accostino rispettivamente alle x,, y:,5:; si avrà nel limite 


0=| "(ay ) alle +15 (9) Jey - 
Vol, II. 35 
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Quindi 
[a (eu) ad, ['r (£yiaO. 
a=f'x.(2,,4,), a'=[!y (a, UE 


Per la qual cosa , sopprimendo l'indice , sarà 


ds dz 
= (fr — (a—y)...(1 
ciente CEDRO) 
la equazione del piano tangente la superficie curva 
s=f(,9)...(h') 
nel punto (7,9, =). 
224. Le due superficie (1°), ==f(x, y) diconsi essere in un punto a con- 
tatto fra loro, quando in questo punto hanno comune il piano tangente : € 


perciò rapporto al punto di contatto avranno luogo insieme le seguenti equa- 
zioni 


[(ea)={(e 3), fi (yel') li '(20,) =f, ‘(2,9) . 


225. Dalla equazione (4) si ricaveranno (182°) le equazioni 
ds dz l 
Li —— — [f__ —y-——- — 1 ca! 
"SNNIRLI da 5), ny ty (e )| (kh), 


della corrispondente normale N ; e quindi saranno (1844.1859) 


(N da 1 di 
dir NI dz N° 4 (È ia TCA de 
da D) ov 
dz 
dy ia 0 
*08 A \— =re e rrrrroiuccti men Zoy, 4 
f ( Y) NI d- DA È \ Ì dy 
Ot 
L i 


ein iggege 


ds N 75 SA 
NG 
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ponendo per ragione di brevità 


dzX° dsN? 
VE + (ur 


220. Se fa equazione della superficie è della forma seguente 


«=, y, 5}=0... (I), 


pei la quale (168) du=0 , ovvero 


ì dz dol ds A 
su de+ — dy, 
dae © dy di 
- quindi 
du du du /d= dx 
lata — -—{T_- deo — d Rea 
do ia dy Ur dz \ dx (SE du Ù ) 


du dud3 du du dz 
+. )dx — L_-.— }dy20. 
(È t da . E (7 ds . i 


tr questa equazione deve aver luogo qualunque sieno i differenziali de, dy; 
dunque 


du du dz du du dz 
dr! de de — dy da dy ai 

du du 

di de di di 

Lp 


Nella supposizione dunque in cui ci troviamo, la equazione (4) del piano 
iangente si mulerà nella seguente 


du du du 
(fut (Ant  ()=0,..(h 
de L Li diy (a mi dz «9 ls 
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e le (h/), (4') nelle altre 


£—x NY ci 


du “du du 


e di 


ci 
(Na) i 
cos Na)= du du ? 
MIOZIOZIONE 
dy 
du (h27) 
Vy) È 1 du 
cos(Ny)= & i. Ul 
n 
du 
de du 
costNz)= uni 


(e du ill / du =; ds’ 
la dy da 


ponendo per compendio 
du? (DE (09) 
N (È) + dy + de = 
CAPO XXVI. 


DEI RAGGI OSCULATORI DELLE VARIE CURVE CHE POSSONO DESCRIVERSI 
SOPRA UNA DATA SUPERFICIE, 


227. Sopra la data superficie {h) s "intenda descritta una curva ; ed 
In questa sia s l’ arco, r il raggio del cerchio osculatore nel punto (x,y, 3). 
t la tangente, n la normale principale nel punto medesimo : si avrà (170" ) 


cos(Nn) = cos(Nx)cos(nx) + cos( Ny)cos(ny)+ cos(Nz)cos(nz) , 
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vssta ( 208. (an). 226. (41) 


+7 ds 
cos(Nn) = DE CA Dr, Se 
EV (dat ++) 
Ora noi abbiamo (213: {ax)) 
e e eil a n ds? 
Va ++) = wi 


Adunque sostituendo , otterremo 


di du Li d E 
e de pra 
cos(Nn)= r dx dy dz 


z 


E ds 


Ma differenziando due volte di seguito la equazione (44), risulta (179) 


du r ( da du 
dai ly bg + 
du, , sa A du, p 6 
ui nta — 
da da” dy* y dz? ; 


2 


du d°u da 
+2ndal ly + e Taio +2-—dydz 
edy 


dydz 
e quindi 
du P di du ve 
— (LX —{ 0445 
tap Par A 
ds” 


du de° — d2u dy:  d'u dz° —0, 
dal ds tare dy* ‘ ds? gi + ds” ds” Li 


du de d du de de du dy di 
2 2: + FISSA +2 —_ 
dady ds ds dad=" ds’ ds “dyds’ ds’ ds 


2 


d'a 


du s(t | en ) du 
— cos' (tx cos — cos:(tz 
ta ia: dy° (GE WE 


Ò du (ta)cos{ty) +2 du (+2 d'u 
d-c08 os(la -—— cos(tx)cos(tz) +2 ATA 
RE dady (ty) ade (ta)e Ve a ) 


Ponendo dunque per brevità 


d°u du d'u 
—così(t s°(1y) ——cos?(lz 
FR Va] ag” (9) + de ( ) Ch 


| 


du du VESTI 
2——cos(te)costy) + 2-—cos(ta)cos((5) +2——cosy)cos(ts 
“P dedi os(ta)cos(ty) + mine ((2)cos(t3) + Pri ) 


sarà 


È li 
cos(Nu=—7,5, donde r =—-006(Nn)... (12). 


Pertanto, data la posizione del punto ( @, y, 5), della tangente £ , e della 
normale n, potrà dedursene il raggio di curvatura r : del rimanente poiché 
sono r, È quantità > 0, saranno le altre S, cos(Nn) quantità affette da segni 
contrarii. 

228. Se il piano osculatore ( 209 ) si supponga insistere perpendicolar- 
mente sul piano tangente , la normale principale n risulterà ( 414° ) eziandio 
perpendicolare a questo piano, e si confonderà per conseguenza con la nor- 
male N. Sarà dunque 


b' , 
co Nn)=-4+1, e quindir=+ qa NOZIZDE 


Nella ipotesi in cui ci troviamo, trovandosi il centro del cerchio osculatore 
in un punto della N, le coordinate £, n, $ daranno luogo alla prima delle 
equazioni (4) dimostrate nel numero 226 ; e perciò si avrà (247°) 


(o_o + (it 


(2) _(m—y) 


du NE ZANE / dun / duN? duN? du? 
_ = = ND ea 
du: dy dz de dy de 
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ma (169") 
(a+ MyV4((—:Var, 


du? du ‘@ “duN? pr. 
(+) + 


dippiù ( 226 ) 


sarà dunque 


asti hiv) 
du du du bi 


da dy d= 


229. Se la equazione della superficie data sia risoluta per rapporto alla 
variabile =, in guisa che si abbia s=f.x,9)=f, facendo 
u=f—s, 
st otterranno 
du df du _ df du 
da de’ dy dy ds 
lu d'f du d[ du 


die 7 di” dif dg de 


du lf d'u d°u 


dady vi daedy” dxdz =» dydz 


p 


perciò saranno 


a TI, Tf df 
Se — cos (I — c08°( 2 —- costa)cos(ty), 
da’ ESE du RETE dady di 


© da (477) si muterà in (A%) 


, N° (UYU 
» vit () cn DE 


d'f 


Ì i a 
108 (1) + o cos (1) +2 
da dy 


và 


ae 


1 
SI cos(ta)cos(ty) 
day 


( 
IU 
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Ma (205: (a”!). (a”)) 


ds © de +dy4-df © 
da° 
arpay+ (Ze +14) 
1 


Cd  7df RIO 
1 È Malco 
dl dr » (14 dy d. DO 


dy° 
g, BE df di 
n PELI ui D4i i 
Di 
dae 
dy° . UIL dy 
da? de ' dy dx 


aaa 


cos(ta)costy)= 


Esprimendo dunque con 


y=XT)=X 
la proiezione della curva sul piano XAY, si avranno altresi le equazioni 
72 2 id 4 
lf dI 249 df, | 


__ da dif x o 
L E 
at (Li dy 


nre OG La 


r=| dp 
I blico di 
tape Fg 


da 


23 


x 
e la (41%) riducesi a 


r—-È nen 
7 e cd 1 d df PR e 
x La ig 4a Ci 
da dy dx?! dy dady 


12 df dl, J i 
ca I I (i) | 
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230. Proponiamoci ora di trovare un tale valore della funzione x! cui 
corrisponda un massimo o un minimo di r. Facendo 


1 1° d d? 
dl _a Ma VI a ME LL 
da dy da? dy dxdy 


IH 4) 


CRAS A (hsu ) 
a,t bA°+2c,y i 


sarà 
TAAVIFa;:+5? . 


Dalla penultima di queste formole ricaviamo 


da, +0 x +2e, 1) H(1 +rx°+(a, + biyx'))}=0. . (4311), 


la quale differenziata per rispetto a y', darà 
dà 
x (atx °+2c,x)+2Dhx' +e, 42 +0, +0:"x)20. 


Ora per rapporto ai massimi o minimi valori, che, variando x, riceve il 


raggio r, la ultima delle (ht) dà (181) 


de di D BD 0 
_— en — 2 NERE » perctò — - —0): 
Tr, dy VI+a, +6, =0, e percii 7a 


adunque 


Abx +e. b(x'+2.b,+6x)20; 


e conseguentemente (10) 
chta,b, 


a . 
es ey 


Eseguita la sostituzione nella (hXT) ordinata per rispetto a y' nel modo seguente 


DALL +1 X'+2(cdta, b)x'+a Ata” +1=0, 
avremo 
(CATA _AA LADA Ata + 1)(0AL0 41, 
donde 
(AA ta + 1)(0,A+0°+1)—(cA+4,0,)=0. 
Vol. III, 36 
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Questa equazione poi ordinata per rispetto a A, darà 


a,b —cSpe— (420,0, (140 E REA +60. 
che, ponendo 
1+a,+b=4, 
{hY) +2a,b e, F(1-0:9), (14-06) =. 
ab—e=0, 


si muterà im 


CX BAT A20. 
Quindi 
BE VB-4AC 
20 ? 


e per conseguenza 
BIV B_UNAC ,. 
YZ a VA , (407), 


dei quali valori, uno somministra il massimo, l’ altro il minimo. 

9231. Possiamo quindi concludere che ove nua data superficie venga s0- 
cata da piani fatti passare per la normale N, di tutte le intersezioni segnate di 
questi piani sulla superficie, due ve ne saranno che nel punto e, y, 5) avranne 
una la massima , |’ altra la minima curvatura ; siffatte intersezioni edi corris 
pondenti raggi 7, si appellano principale. Ciò posto, eliminando A dalla 0!” 
e dalla prima delle (4347), otterremo la equazione 


F(x'+a,d: +0" (A+0 42 x°4(a+0,x))=0 
che ordinata per y', si muterà in 
[Fe(1+b,f}Za b, b\x-{-+a.(1+b:°)F0(1 +a))]y'te(1+a)pa,ab.=0 
Ora in questa facendo per brevità 

telt+a)z@ab=A; \ 

ta,.(140.))\£0 (+e =, | (1371) 


Fe,(1+b.)tab.b,=C,, 


283 
sl avra 
CAB X'44,=0, 

donde 

sa ia e) 
Questi due valori di y' esprimono (121) le tangenti degli angoli che con l’as- 
se AX fanno le rette tangenti nel punto (x, y)le proiezioni sul piano XAY 
delle intersezioni principali: rappresentando siflatti valori con x',; x'_, avremo 
(B+E=A (BT VETO) _4A4,C,__A, 


I se ag Po IV a A 
Red ic? ace TC, 


Ora la posizione del piano XAY essendo arbitraria , se questo si collochi per 
guisa che coincida col piano tangente, le rette che nel punto (2, y,£) sono 
tangenti alle intersezioni principali coincideranno con le rette tangenti nel 
punto («, y) le proiezioni di queste principali intersezioni nel piano XAY, e 
nel punto (2, y, 2) si avrà 


df  , df 
s=[/r,9)=0, 7 dat apo. 
per cui saranno 


df 
—_ 0, — =b —0 A= A Cc Ci Ca. 
a dy I o) , ti > AI +l 


Quindi 


cioè le intersezioni principali risultano (139°*) fra loro perpendicolari. Di due 
eurve poi una dicesi perpendicolare all'altra in un qualche punto , quando in 
questo punto le rispettive tangenti formano un angolo=90°. 


CAPO XXVII. 
DELLE SUPERFICIE CURVE OSCULATRICI. 


232. Le due superficie curve 
==/(#,4) , 34,4; 


allora si dicono oseulutrici in un qualche punto, quando in questo punto, ol- 
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tre il piano tangente comune, hanno eziandio le sezioni principali poste negli 
stessi piani normali, e dotate degli stessi raggi principali di carvatura. Da sif- 
fatta definizione risulta che nè y' (h7"?) nè il corrispondente r (h*”) sì mute- 
ranno allorchè dall’ una superficie si passerà all’altra. Ma neppure la espres- 
sione 


Vi+a,+40,° 


si muta (224); altrettanto adunque dovrà dirsi della quantità À , come chiaro 
apparisce dalla ultima delle (h*). Ora essendo 


cr 1+y°+(a,4+b,y')" 
Tate” 


ed il numeratore di questa espressione non mutandosi quando da una super- 
ficie si passa all’ altra , questo stesso dovrà necessariamente affermarsi del 
denominatore 


a+ 6 x"42c,y'; 
si avrà quindi la equazione 
DL n A d'f d°f d{ d°f 


#2 9 
x +2 dedy* <p dy° x+ dxdy 


X> 


la quale deve aver luogo qualunque sia il valore di y'. Prendasi y'=0; 
avremo 


Pf DE 
È de da” 
e perciò 
dI prg SI po 0I peg dI 
2 usato. 2 ee !, 
dy Pe dedy* si + dady* 
d° LI = df 
digg: ptt? 
dy° dedy — dedy' 
Prendasi di nuovo y'=0; otterremo 
Na SI ntemente API: 
conseguente 371: 
Frog = E dv 4 
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Segue da quanto è detto che rispetto al punto di osculazione , oltre alle 
. e df di df dt 
f=i,p=7,7=7, 
de de d&y dy 
si darà luogo ancora alle seguenti equazioni (hx1x) 


&f_dî dif _ dî dl di 


dae da” df dy dady — dady' 
233. Lo scambievole avvicinamento dile superficie 


s=/(x,y), ==f(3y) 


nelle vicinanze del punto (x, y, 2) dove essesi toccano, può rilevarsi dal va- 
lore della quantità infinitesima 


(4 Ax, y+-4y)—1+A,y+Ay)...(K%). 


Infatti se a4-1 esprime l’ordine di questa quntità infinitesima , la prima del- 
le superficie medesime si accosterà alla secoda nelle vicinanze del punto (1,3) 
più di una qualunque altra a cui corrismda |’ ordine della istessa (120) 
espresso per un numero <a+1 (94). 

Sieno pertanto le infinitesime Ax, Armbedue del primo ordine, e si 
ponga 


Ax=fdx, Ay=dy, 
perchè così la (£**) si muti nella seguente 


{(x+Bdx, y+-Fdy)—f{(x-Bdx,y+dy) ’ 


che rappresenteremo con 4(£): certamente inullandosi 8, la prima delle de- 
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LALA L"(,.. 


che non si annullerà, sarà (93) dell’ordinca-+-4 , ovvero immediatamen- 
te >a+1. Quindi avranno luogole equazài 


LO0)=0, 4'(0)=0, L'"(0)=,L//(0F0,.. 
ovvero ancora (180: (h')) le 
[(2,y)) 90, dc) 7,9), dx) —d{(x,9)Y=0, 
d'fie,y) ad {,9)=0,... 
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e conseguentemente 
fante) WEMI mA I) 
3 Dr, (4431) 
d'(eyEIAc9),- ) 


fino. all'ordine =a, o immediatanente >a. La prima, seconda, e terza som- 
ministreranno (175) le formole hs) relative al punto di osculazione, li 
quarta darà (175) 

dUf dîf df_df 


da de’ dp dy°’ 


e così appresso. 


FINE DEL C(LCOLO DIFFERENZIALE. 


LIBRO DECIMO 


GARCOLO INTAGCaLA 


CAPO I. 


DELL'OBBIETTO DEL CALCOLO INTEGRALE E DI ALCUNR GENERALI 
NOZIONI INTORNO AGL'INTEGRALI INDEFINITI. 


234. Siccome data una funzione qualunque, possono cercarsi i differen- 
ziali di essa, così viceversa, dato un differenziale può cercarsi la funzione don- 
de egli deriva; e siccome di siffatte ricerche la prima si appartiene al calcolo 
diflerenziale, cosi la seconda forma l’ohbictto del calcolo che dicesi integrale. 
Sieno F(x), f(x) due funzioni tali che si abbia F(w}=7) , sarà Ha) +€ ciò 
che si chiama lantegrale indefinito del differenziale /(#)dx, il quale si dinota 
col prefiggere la lettera SJ innanzi a questo stesso differenziale serivendo 
come qui appresso 


Sfia)da=F(x)+C...(a), 
dove € rappresenta una quantità costante ed arbitraria (61: 1.0 2.°). 
235. Se u, ©, 2,4... esprimano funzioni tulle dipendenti dalia medesi- 
ma variabile x; sarà (64: 1.°) 
d(utbrtityt. edut+de4dztdyb...; 
e se s' integra il primo membro col sopprimervi la caratteristica d, avremo 


uprbrbut. SU de4-d:+dy4...): 


mao uz Sdu, af de, s=Sdz, y=4dy,...; adunque si otterrà 


S(dut-do + d2+dy+ ES FS de4Sd4Sdy+..., 
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la quale equazione c’insegna che l'integrale di una somma di differenzia 
è uguale alla somma degl’ integrali dei singoli differenziali. 
Dippiù dinotando con a una quantità costante, abbiamo (63: 3.°) 


d.ay=ady, e quindi ay=Sady: 
ma y==Sdy ; sarà dunque 
Sady=aSdy, 
la quale equazione dimostra che Z'integrale del prodotto di una quantità ca 
stante per un differenziale è uguale al prodotto della quantità costante pi 


l'integrale del differenziale, 
Per la qual cosa, avremo 


S(adu4-bdv4edz4.. dI du4-bSdvpeS dt... ; 


dove a, d, c,... esprimono quantità costanli. 

236. La formola fix)dx qualche volta si presenta in guisa che subit 
apparisca la medesima esprimere il differenziale di una certa data funzione 
ed allora prontamente se ne assegnerà |’ integrale. Così (GI: 3.0 4,9 0,°) 


rada x; 
Sada=ax, | —-=— i, Sia+1)edr2(a41)facde=a®', 
; x 
donde 
Sade=—,Sxlx— sa = dia 7 
(21 xs (a1 Dai 


purchè in questa ultima formola non sia a=1 : facendovi poi successivamenti 


a=2,= 5» avremo 


d E. eli d 
Sade= = —— Sr = (7 (hay. 
x È Va 
Parimente (61:6.° 7.0 8.0 9.0) 
ST(aada=I(a)Sade=a, e quindi Sa'de= TO 
a 


dx 
{ o =I'a),Scoswda=serr,Ssenxda=—008x. 
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Dippiù (61:10. 11.0) 


de SA 
{ ves arc(sen=x), ovvero=—-arc(cos==x). 
È a 


Si aggiungano (65: 1.° 2.0 3.0 4,0 ) 


© dx * dx 
| =tangx, (a =—-c0tx, 


cOs*x sen?a 


* da 
| Tua are ((ang=2), ovvero=—arc(cot=a) 
Jl+a 


Avendosi inoltre 


tangada — senrda  —d.cosx 
eee ==: % => 7 
cos cosa cos'x 


cotxde cosxde dd .senx 


i gg 2,9 
SEMI SenNCX Sena 
saranno 


=—_— = C0secx, 
COST cosa sena seno 


tangadx 1 cotada 1 
= Seca, f — 


per le quali formole facilmente si verrà in cognizione che, 


da ) 
==arc\sec=x), ovvero =—arc(cosec=x); 
1 QVa 1 


infatti proposte le due funzioni 


y=arc(sec=a), y==arc(coseec=a), 


tangydy e — Liga 
per la prima sarà w=sec y,dr= Ù =secyV sec'y—Tdy=axV/aT1 dy, 
cosy 
donde 
dd dx 
ya. ar rl ———— 
y=d.arc(sec=2) SME gna | 
cotydy cre 
€ per la seconda si avrà a=cosecy, da=— sla = cosecyVcosecy=idy = 


Vol. Il. 37 


290 
——-XVa'-i dy, e perciò 
da 


dy=d .arc(cosee=a)=— esi 
xi 


Propongasi ora la funzione 
y=arc(sen.v.=x) ; 


sarà a=sen.v.y=1—c0sy, de=senydy=VT= cos" yly=V(1+c0sy)(1—cosy)dy== 
=VE=2)s dy, e conseguentemente 


da 


Da ultimo essendo 


da 
dx costr _d.tangx 
senxeose  senx tanga 
cos® 
perciò 
da da 
—T — =l'{langa), 
SENA COST 
e quindi 
> da da ; L L 
— = | —__ = ang La)=5 lang? rali 
senx J sen! xcos-® 


d90°+-2) i_1 Pi 
= l' (ARO - a). " 2/70 = : 
(= co Viangdo?ar 3 2)]=3 [tang®(45°+ 3 2)] 


A ciascuno poi di questi integrali dovrà aggiugnersi (234) la sua costante ar- 
bitraria C. 

237. Molte volte la formola /.x)dx , allorchè non si è certo della sua 
integrazione, mediante alcune sostituzioni si trasforma in un’altra di cui su- 
bito si conosce l’ integrale. Pongasi z=9(x), dalla quale si deduce a=i(z); sa- 


rà f.x)dx={[4)]L'(2)d3: cioè, facendo a HAY), 


[@)de=y(2)dz.- (0°). 


Ora se si conosce l'integrale della formola x(z)dz , in modo che sia 


l Sx(2)d:=Fz)+C, | 
sarà pure (a'’) 
SMada=Fgx)]}+C. | 


Così ponendo, 


2 2 s% 
v+a=s, ax, — 3,0 =, 
a 


e=z, bas, l'im)=3, sene=a, 


cosa=z,a+bcosxa=z, 
risulteranno 


3 si i 
se cni _ VU == I oz Di 
{res 2 2° ) 9 (£°+a?), 
da 1e dz 1 
1+aîa® — a sr —arctang= 
la fa re are (tang=z)= dare ang=ax), 


da De adz _1 dz _1 7 _1 _® 
4 StaS fera africa È) 


[== (SP oseo, 


( dae de 100 1 
I (x—a)” = |F= (im{)am (m_-1)a—af ? 


e'dx relé ci ) 
=arc(tang=z)=arclano=. 
È I 1 = (È i 1 ng= e > 


i i 1 1 
Scosbada= Zi cossdz= — senz= — senba, 
b b Db 


v 1 
(Easy: *=g s= 


A] 


f a” (==), 


0 dx e 1 L 
les) TT GET (nn)? G) 
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Ssenx cosxda=S dz = - gi ; senx, 

{ sli = f = == ; ae : senz), 

f santi = zl =_l'(=- È re=-3 l(cos'x), 

f TT — ana = È '@e=— gle si I'[(a+-bcosx)?]. 


Sembra inutile l’avvertire che a ciascuno di questi integrali debba aggii 
gnersi la quantità costante ed arbitraria €. 


CAPO IL 


DELLA INTEGRAZIONE PER PARTI. 


238. Passiamo ora ad esporre il metodo conosciuto sotto il nome dint 
grazione per parti, il quale per le funzioni d.fTerenziali di una sola variab 
é il più fecondo di risultati, e senza del quale la integrazione dei diflerenzi; 
trascendenti riuscirebbe non poco malagevole. Abbiamo (64: 2.°) 


d.2y=3dy4ydz; 
quindi reciprocamente sarà 
2y=Szdy+Sydz , 
e per conseguenza 


Sydz=zy Sd. . (a! !). 


Adunque supponendo posto un dato differenziale ((x)dx sotto la forma yd 
cioè a dire sotto la forma di un prodotto di una funzione finita Y della var 
bile x, e di una funzione differenziale dz di questa medesima variabile , 
cui integrale £ sia conosciuto, la ricerca dell’ integrale :fydz è ridotta a qu 
la dell’integrale Szdy mediante la formola (a'”). Se per ventura il nuovo i 
tegrale non differisce dal cercato che per qualche coefficiente costante da 
si trovi affetto , la equazione (a!) non avrà d’incognito se non un solo in! 
grale che sarà perciò subito determinato : così volendo conoscere con qi 
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sto metodo l’integrale del differenziale ax"dx, si porrebbe 


ax”=y e dx=dz, 
donde 
ama"”'dae=dy ed e=z, 
per cui sarebbe 
Saxrda=nx"—Samx"dx, 


dove si osserva che il nuovo integrale non è diverso dal primitivo se non pel 
coefficiente costante ; risolvendo quindi questa equazione per rapporto alme- 
desimo preso come una quantità ignota, si avrebbe 


ag: 
mt 


Ma nè ciò avviene generalmente, né costituisce l’obbietto di un tal metodo 3 
il quale, se ben si consideri, non mira che a far dipendere la integrazione di 
un differenziale più composto da quella di un differenziale più semplice a fine 
di giugnere, mediante l’uso ripetuto dello stesso metodo, ad una integrazione 
che sappiasi effettuare. 

239. I seguenti esempii serviranno di schiarimento al detto qui sopra. 
Propongansi ad integrare le seguenti formole differenziali 


FO 


tax"dea= 


dx 
— oz) scosrda, asenvdx, rada, l'(w)dx. 
sen?acos'x 


Ponendo primieramente 


da 
= -,ed=z-,, 
sen”a cosìx 
donde 
— 2senxcosada 
dy= —T———-, s=fange, 
senta: 
sarà 
da 1 —2tangqasenxcoseda 
mì 5 eo fango — TETTE 
I sen'xcosa  sen’x senta 
1 dx 1 
3 —_——_n +2 ne —2c0tx-}e Cee 
senxcosa SENTE SENXCOSA 
2 2 
senxr4-cos'x 
== 2eotx + C=tanga+cote—2cote 4 C= 
SEnx COSx 


= ianga—cotx4-C, 
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Dietro questo primo esempio agevolmente si comprenderà che facendo 


1.0 y=x, de=coseda, 
2.0 y=x, de=seneda, 
d.° y=x, dsza'de, 
4 y=l'(x),dz=dx, 


si olterranno 


Sxcoseda=xsene—Sseneda=xsena cosa +C, 


Sasenede=—xc0sx4-Scosadaez=sene —xcosa 4 C, 
> 2x0” a'da a” 1 
* de 
SU) deal) — { 2° =all(a)—1)+-0. 
x 


240. Seguitando a supporre le variabili y, 2 esprimere due funzioni del 
la variabile x, facciasi 


°__ di 
È 
5 


d > dd 
Sydr=X, (xt de=X,, | X-de=X, | X, © da=X;,... 
J da do op da 


dx 
la formola (a'”) darà 
Frrda= nf Aa La 
Syz'da Az —nS Ax —Gdx 
yz'da=Xz —n nu 
n dz dz 
SX perde A1)IA 20 PRA. 


dz 3 , . dz 
SX E° ag ee (n_2)J X a rad, 


SX se de Xx" =(n—-3)SX ail da ) 
a de v dx 


ec. ec. » . 
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Laonde 


SyperdezA_nX 2"'+n(n-1)X 2 on(i MMI +..+ cl (ar). 


1 
Se ye, z=x, um— go avrema 
N\NVaX=X, =... e, 


e quindi 


® n ESE, I == - 3 
SexTi de= ia da (1 ++ + +iip. +e 


Adunque anche quando col metodo della integrazione per parti non si può 
compiere la integrazione con un numero finiro di termini , l’uso continuato 
ed uniforme di esso produrrà una serie infinita ; la quale, ove sia conver- 
gente, ci porrà in grado di potere valutare per ajprossindazione È integrale 
cercato. La serie pertanto 


13 3.5 3.5.7 3.5.7...(2n—-1) 3.5.7.. EV 1) 
Za” An Bai? 162177" Da” i TÀ, 


dalla quale si fa qui.sopra dipendere il valore dell’integrale a de, non è 


convergente (22); essa perciò non potrà dare un valore approssimato dell’ in- 
tegrale ‘medesimo. Ma se nella formola (a’’) si ponga successivamente 


dx ” 3 
ye e dz= va =Vade,=xVada,=a° Vado, cc.., 
si otterrà (236) 


{ ataze Va—-2Se Vada, 
_ 2.0. 2 a 
SeVade=z CaVa— 7 Sexysda, 
SS dii 4 ML » 
Sex Vadaz= 5 aVa—zs ca Vada, 


s 6 


e l'igarini Riad A 
Sex Vada= 3 CIVat 5 Sex'yoda, 


EC. Cl... 
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per cui l'integrale primitivo risulterà espresso da 


e & 2x 40 895 
—_ de2e ic ip 3 
Sa di eve ( 3t35 3573 )+e 
Ora la serie 
2x 4x° 82° Ne, 2a" Dio Une. 
an Tag: Tanaro TE = : 
3 3.5 3.5.7 3.5.7...(2n41) 3.5.7...(2n+1)2n+3) 
è convergente per tutti i valori di x non maggiori della unità (20); della me 
desima dunque potremo, senza alcun timore di errare , far uso nel valutare 


valori approssimati dell integrale ( ato 


CAPO III. 
DEGL' INTEGRALI DEFINITI. 


2/1. Nell’integrale indefinito (a) alla variabile x si sostituiscano succes 
sivamente i particolari valori x,,%,, e poscia da Fa) +tCsì sottragga F(x,)+( 
perchè così, eliminata la costante arbitraria C, si abbia F(x,) — Mao): un 
tale differenza è ciòcheappellasi l'integrale definito del differenziale /(x)da, pres 


cioè da x=x, fino ad x=x,, e si nota con (o ' f®)dx, in modo che si poss 
To 


scrivere 


& {(2)dx=F(x)—Ix%) ssa) 


Con nome comune i valori x,, x, chiamansi limit? dell’integrale, uno inferzo? 
l’altro superiore , quantunque essi realmente non esprimano che i limiti del 
la variabile di cui l’integrale è funzione. Si comprende ora perchè un integra 
le che si enuncia senza fissare i suoi limiti, o piuttosto senz’ altra condizion 
che quella di corrispondere adun dato differenziale, dicasi integrale indefini 
to (234). 

Dal detto adunque agevolmente dimostreremo essere 


e 2011 - 
} pra mt 1° $ (8) x ci r(7O) 1) ata 
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242. L'intervallo v,—gg si concepise le quali si rappre- 


a diviso in parti, 
sentino per 


VT LOT Dry, lara): 


Avendosi (241) 


{ T'aedi=te )Fx), i ; [a)de=HKa,}--F.), 


«/ 


ce. . ca, 
i ‘ {(@)de=F(x.)-Fx),..., | n [2)de=F(x)— CIMA 
perciò si avrà la somma I(x,)—Fx%) 


di tutti i secondi membri uguale alla 
somma di (ulti i primi membri, si av 


rà cioè 


“tti Va a, va; di 

| "fa)dx= | [(&)dx 4 | {dx+ | [dat + | de 
tI To «i Ta . Ti « LN «/ Tar 
Facilmente ancora s’ intende (235) essere 


| "(du4 de +d24-dy+,..)= | dp (dot "Pigs | dt... 
I To doo do Vo JI Ta dI To 


di T, . Ùi T, Ù TV, ì: T, 
(adut-bdvt+edz3 +...)=a | du+-b dute | dit... 
d ro N SrnE Jo J To 
243. Prima di passare oltre ad es 
premetto quanto segue. Dinot 


porre la teoria degl’ integrali definiti, 
segno, econ A, A', MI a 


ando con 8, B', B",...n quantità del medesimo 


altrettante quantità o dell’ istesso segno o di seguo 
diverso, sarà 

APA 444... 

BRIDE. 


. A A A" ul 3 

Uta quantità media fra le po pp» IN guisa tale cioé che rappresentata 
con J/la massinza, e con n la minima di queste quantità, risullino affette dal 
wedesimo segno le due differenze 


ag ATA... dtd 444... 
AES Bi BB i NE, Bi BH DU. 


in 


38 


Pol, Il. 
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Infatti nella supposizione in cui ci troviamo, le differenze 


À A' A! 


saranno tutte positive ; per la qual cosa , moltiplicando i primi termini di tat- 
te e due le serie per B, i secondi per B', i terzi per B‘, ec., i prodotti 


MB—A, MB'—A',MB"—4",..., 
A—mB, A'—mB', A"-—mB",..., 

e conseguentemente le due somme 
(MB—A)+(MB'—A)+(MB'—4")+..., 
(A-mB)+,A—mB')+(A"—mB")+ e 

ossia le due differenze 

M(B+D'+B"+...) (AYA +A"4...); 
(A+A'+A"4...)m(B+B'+B"+...) 


saranno affette dal medesimosegno . Ora se queste si dividanoperBtB'+B"+.., 
risulteranno le 


} APARA"UP.., AFATA"4... 
BID ++... B+B+B+. 


affette ancora dal medesimo segno. Adunque ec... 
Quindi s’inferisce 1.° che se sì supponesse B=B'=B"=,..=4, sarebbe la 
AYA +4"... 


n 


media fra le quantità A, 4", 4”,... 
2.° Che se oltre le B, 3’, B",... si dessero eziandio le altre n quantità 
€, C', C",... parimente dello stesso segno , risulterebbe 


AC+AC+A"C"4... 
BC+B'O+P"C"+... 
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AC AC AC" ._ A A A" si 
media fra BO FO per» 988 5 E° gu +*:5 € perciò prendendo di 


nuovo B=B'=B"=,..=1, la quantità 
AC+A'C'+A"C'A... 


sarebbe uguale al prodotto di C+C0'+C"+... per una certa quantità media 
fra le 4, A, A",... 

244. Premesse queste cose, il numero delle parti (a77) che suppongo tut- 
te affette dal medesimo segno, st concepisca crescere indefinitamente per guisa 
che ciascuna si accosti al lîm.=0: avremo (76:7).234) 


Fa, )-Hxo) 


X, To 


= F(£)E=/(xd), 


in E a 


XX, 


F(x;)—He, 
lim. CIR) E), 
Var X, 
@C.. €C..,, 


F(x.)-Hx) 
Xx 


Vi 


=P(wn)=f(w1..); 


lim. 


” 


donde 
rei) 


=f(x è 
X:-X0 USDALLIE 


F(x.) Fx.) n 
ae, 


fix.) tò., 


Fx)—Fx) 
Ls dk, 


=f(x.) #3, 


ec. ec... 


F(x,)-F&) _ 


x.,°T La 19 


[(2,) +, 


nelle quali formole le d., d,, d;,.., È, esprimono quantità le quali vergono in- 
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sieme con ciascuna delle (a”’) al line.==0. Quindi saranno 
Fic.) F(c)=(v1—%0)f(x) +22), 
Fx) Ra =) pa 


Fe)-Hx)=(1=-x)f) + 
ec. ec... 
Kw) x) (Xn Eni )(La- + He a 
Facciasi ora 
S=(r, rear feet e) 
e si dinoti con È,, la quantità media fra le d,, d,, d;,...,9,; otterremo (243: 2.9) 


Ha) —F)=S+(&,—%)d 


Nella supposizione poi che indefinitamente cresca il numero delle parti (a”?), 
la quantità è,, verge al /rin.=0: laonde sarà 
KHx.)-Fxo)=lim.S, 
ovvero (au) 
f° x, Ù DI 
f(adx=lim.S: 

Dal LC, 


dove credo superfluo l’ avvertire che le funzioni Fx), /(x) debbono supporsi 
continue dal limite x, fino all’altro x,. 
Facciasi ancora 


Saretta); 
S_S=(r,—r9) (N) ATE 
—[(x)]t SR "a (2, (ESTA) 


ossia 
S—S=(2—-x0), 


dove 4 dinota una certa quantità media fra le 


fe) f(x); fn) AM(2), N) A() 1 (E) [Ea 


Ma queste differenze, allorchè si fa crescere indefinitamente il numero delle 
parti (a”), si accostano continuamente al lim.=0 ; lo stesso adunque dovra 
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dirsi della quantità media &, e perciò si avrà lim, (S.- S}=0, 


N 
lim.S,=lim.$, (o [)da=lm.S, Jr 


Finalmente si rappresenti con x,, una quantità media fra x, ed &%., in modo 
che si possa scrivere 


x,=Xo tx, Lo), 


dove e esprime un numero <f, e >0; la formola (r) dimostrata nel numero 
76 ci darà 

JK x, —IHa ) F(&,) / a, 

cl 


tto © d(£,) 
dx. 


e quirdi 
tai 
| TAde=(2,x)f(2,).. lar). 
dI To 


245. Rappresentiamo ora con £,, £,, £,, E; É, delle quantità me- 
die fra x, ed x,, x. ed x,, x, ed Vs) @C..., n, ed x; saranno (244: (a13)) 


| h adaz(a, x), | Pa)da=(a LE) 
(O AI TRI 
e quindi (242) 
| Tate=ie a+ NE. 
+02, )f£,), 


la qual formola si può evidentemente scrivere come qui appresso 
f IOde=G alata) + 
MA 
t(esa)/ete(aa))+ 


(4%) 


Ha, Lund Tai +8, (£.--%,-.)); 
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dove &,3 €.) €, + +38: SONO numeri <1,e>0. 
246. Se le parti (a”) si suppongono uguali, in modo che sia 


LITI, I 05 I =. «22,6, 
le quantità S, S, diventeranno 


SUM) +[ ++, +2M+/2+ 30) + AA], 


SEA[fatA)+ fa +2M+{(+3Nt. tf), 


e la seconda delle equazioni (a") si muterà in 


( “Ma)dx=M [204 ch) +f,c0+-h4+-6,h)+(xo+2h+-6,h) + 
x / 

N C) (at!) 
+f(c0+3hteh)+...+((&:h+8,h}]. 


Per la qual cosa, se f(x) o costantemente cresca o costantemente decresca da 


a=xo fino ad e="x, questo valore (a*) dell’ integrale (n Sa) )dxe sarà me- 


dio tra Sed S,; e perciò, nella supposizione in cui ci troviamo, la differenza 
tra il vero valore di questo stesso integrale , ela semisomma 


Ss 
PI a (Era) io t N24 2A EAT 1 f(x) Jul) 


non giugnerà ad agguagliare la semidifferenza 


d 
ma FILS) Mt] (*) 


La 
(*) Chiamando / il vero valore dell’ integrale { f(=)dx nella supposizione che f(x) costante- 
XV 


mente cresca ovvero costantemente decresca da x=x. sino adax=an, si avra 


S<IZS,, ovvero S>IDS,. 
Quindi sarà nel primo caso 


S ; 
1a gs, rà, ossia _— i Sdi 3(S, —S), 


e nel secondo 


_S4S, S4+$, S4S ì o 
È —S- —— È SEO osia za ST = g(5,7-8). 
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Della formola (a*”) in non pochi casi si potrà far uso a fine di ottenere 


e 
il valore prossimo al vero dell’ integrale | f(@}de. Quantunque poi la fx) 
dI Lo 
né cresca nè decresca costantemente da x, ad «,, ciò non ostante può l’inte- 


grale ( ""fa)da decomporsi (242) nei più 
A To 


pg È x, Ù L5 
| fia)da, | fig)da, { f(a)da ,... 
d To ce xi x, 


per guisa che f(x) cresca o decresca costantemente fra ciascuno dei limi- 
ti x ed 2,, £, ed «,, 2, ed %,,... se pure la medesima f(x) è continua 
da x, ad e,. 

Si sottragga dalla formola (ax) il valore di S, e poi dal valore di S, si 
sottragga la (a*); otterremo 


METE RE OE 


HA f(c0t+2h+ eh) —{(xo +21)] t... + 


A{((Eh+E,h)—f(e,—H)], 
su | " Ra)dr=MNNx + h_f(xot5h)] +4 f(c0+2M)—f(c +1 te h)]+ 


HA/(co+3hA)—fico+2h+c,h)]}+...+ 
+A [f(a)/(—h + En-h} |, 
dalle quali equazioni apprendiamo che, comunque si abbia la e) da #, ad @,, 


“% . TU, ta 
la differenza che passa o tra Se l' integrale | {(@de, ovvero tra S, e lo 
To 


<' 


TX 
stesso { f(x)dx non mai giungerà (243: 2.°) ad agguagliare il prodotto di 
20 4 


nh=x —xo pel massimo di quei valori che la [+Ax)—f(x) riceve allorché 
st prende © da x, ad a,, e Ax da Qadh. Ma (79: (112) 


f(a+Ax)—fi)=Axf'(r+cAr): 


sdunque rappresentando con & il massimo valore di cui è capace la f'(x) fra 
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! limiti #5, £,, non mai quella differenza giungerà ad essere uguale ad 
hk(a,—x,) 
247. Facendo variare nell’integrale (a”) uno dei suoi limiti , per esem- 
pio a,, varierà pure lo sfesso integrale; e sostituendo x ad ,, sì avrà 


(244: (atx) 


; 


ANZI 


| ’ ù {(dr=Fa) —FK.xp) = (a_x.)f(r ) Or (ar) i 


a’ 


si avrà cioè quell'integrale che comincia da x e che si annulla quando e=ry; 
e siccome 


d | ; f.a}da=d[F(@)-Hx)}=d4Fx)=F(2)dx=f(2)dr, 


perciò sarà (234) 
Sf(a)da= { 3 fa)de+C. . sat, 
«I To 


Dalla formola (a’”) senza veruna difficoltà si passerà ora alla 


|M et |A; 


« 


parimente dalla (a’) alla (ar) 
| fxda= | X(5)dz. 
x To . Ti 


248. Suppongasi che le funzioni 20) 21, 2,:5;5-»- della quantità variabile. 
formino una serie convergente non solo per rispetto ad «=x, ed e=x,, ma 
eziandio per riguardo a tutli i valori di x compresi fra x, ed @,: sia inoltre 
f(x) la somma di tutta questa serie , e Xx) esprima il residuo dopo il termine 
7°, in modo che si abbia 

fi 
[O)=astsrtatatata #0) 
e perciò 
fA)de=zdx+2:dr+2,dr+2dr+...+2,de+tya)de; 


sarà (242) 


ai 


va "ur ù U, da T, 
zo da + | det | z,da + Î zide +... + 
[N To «’ do Lo 


To To V 


"®, VI, 
+ Î date | Xr)de, 
J xo 


e (244: (ar) 


( c x() da=(x,—tr)y(£n) . 


o 


Ma per la supposta convergenza della serie, il residuo X(x), e per conse- 
guenza ancora y{x,), crescendo r all’ infinito, si accosta al Zim.=0: lo stesso 


adanque dovrà dirsi dell’ integrale f 7 x(x)dx; e quindi 
To 


TL, T, 3 ì LA L, i T, 
f f(®) de= ( coda + | z;do+ | z.dat ( zidate.., 
To IT « 


e RD To (i Fo 


Pongasi per esempio 
ZoA0, Sia,T, S,=30,0*, S3Z4;X,,..; 
si avrà 


f(E)=0+4,£40,0° +0:x°4 ..., 


f(1)de=ado +a de +a,e*de pantera .. ea vai 
ari), 


al T,, f i a, , î È 7. 3 3 a 13 
[#)deza,e,— x) +30, do) Ta eo +7... 
x pai 


o 


e fatto 20=20, e ad x, sostituendo x, otterremo 


x a,x°  a,%3  q;94 
ozone SE QI. tte) 
To 


Quindi di nuovo (246) apparisce in qual modo possa ottenersi il valore di 
un integrale tanto prossimo al vero quanto ne piacerà : quindi ancora dedu- 
ces un metodo assai comodo per isvolgere in serie varie funzioni, qualora si 
esprimano queste per mezzo d’ integrali definiti. Così per esempio , se si cer- 
casse di svolgere in serie l’are(sen=x), prendendo (236) 


le da 
arc(senz=x)— ) vice , 
l) rc 


e ponendo x >—f,e <1,siavrebbe (31) 


1 ix sà 1 °° Fe 3.520 3.5.7e0 
Teli 
Vol. HI. 39 
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Per la qual cosa , sarebbe 
E ri dai 3.52” 3.5.7x9 
ardenza)=r+ 33 + 245+2461*2408.9* 


249. Sieno ora x, y due variabili indipendenti ; sarà (165) 


x “a “a 
n (7 remer= |" flewrani— |" (ompe= 


= (° [oy+ ufo Mte= | AE 


e conseguentemente 


i; 
4, | gUE ni ni A,f(c,y)dr, 
LY “tao DAY 
per cui, passando al limite , otterremo (59.169) 
x 
d | f(x,y)dx 
</ Xxo 


3 oa, 


dy xo dy (axrirt) 


d, V0L f(e, pe= | dfea)te. 


Dalla prima poi di queste formole agevolmente si comprenderà che la equa- 
zione 


"a 
\ foga = x) 
«' To 

importa necessariamente le altre seguenti 


| x df(1,4) |, XI) 
zo dy dy 


, 


| e d°[(7,9),,_ LX4) 


«/ To dy° TA ù 
“a Pf(x, dy(£,4) 

| L[( 8 ta = xt) 

daro dy dy 

ec. ec... 


“x d'[(x,4) d'X(L,Y) 
| = da = — 3 
daro dY dy” 
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donde ( 247: (ax) ) 


(1 (030) ge LAI) Par 
dy" — dy 


1 : 
Sia per esempio f(x,y)) = + ni perchè si abbia (237) 
x 


XL trai 1 u 
f rar II arc(tang = ve) . 
siccome 
é( 1 ) a) ). 4) ) 
L°4y D' a 2° D4Y 923 
—dy CC @ o 2 e (2° +) dy' 77 (a 2 yy)” s0.y 


ed in generale 


1 
d(- 
€ a, ud 


dy" TO Aa (a° pr? 


1 
n OI o { i 
rad Ga ae (030 13.4... nda _ LG care(tang=: “(gre). 


i I de+ ses 
I o dy SPE a I Egr 
e quindi 
d'{ —arctang=—. 
Gee. ife. 
(4 pr 2.34... i dy" 


250. Abbiamo (241) 
|” f(cy)dady=F(x,y)da—F(2,Y)dr , 
e per conseguenza 
a, |P. f (c,y)dxdy=d, F(x,y)de=PF(x,y)dxdy={f(c,y)dxdy. 
Inoltre avendo riguardo alla seconda delle equazioni (a*”/!) , 


4 { IL S@gaety= |" SSL (x,y)dxdy. 
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Adunque sarà 
x 4 1 
4, { | [(x4) dady= Î f(x,y)dady, 
«I to Yo dd lo 


ed integrando per rispetto ad y, 
© (CY "y x i 
( ( fa,y)dxdy= | | f(@,Y)dxdy.. .(431x). 
i To I Yo JI Yo Lo 


251. Supposto che si dia luogo alla seguente equazione 


È x, 
f so(ede=0, 
Pa 


o 


nella quale = dinota una data funzione della variabile x, e @(x) una funzione 
indeterminata della medesima variabile, dico che dovrà essere necessaria- | 
mente s=0. Infatti se = non è=0 , potendo fra i limiti x, ©, la (x) pren > 
dersi per guisa che 5 e la stessa @(1) sieno costantemente affette dal medesimo 
segno ovvero ancora da segni contrarii, certamente nell’intervallo 2,—xy po- 

trà il prodotto 29(x) supporsi o costantemente positivo o costantemente ne- 
gativo, nella quale ipotesi, facendo zex)=yx(2), l'integrale (244: (a:3) 


Xa)de=(x,—2)x(%,) 
Li, 


«/ 


non sarà generalmente=0, nè per conseguenza svanirà generalmente |’ inte- 


grale f Ù 20(x)de. Ma ciò è contro la supposizione. Adunque ec. 
To 


Lo stesso sarà vero, quantunque si abbiano @(x0)=0, 9(x.)=0 ; impe- 
rocchè ancora in tale ipotesi potrà fra i limiti 2), ®, la @(x) prendersi in mo- 
do che 2 ela medesima @(x) sieno costantemente affette dal medesimo segno 
o da segni contrarii. 

252. Pongasi da ultimo 


1 i Y | 
Kos (! Uesy 


sarà (247. 


df(£,4) ti 
fmi e TTT "3 ): 
dy Lr,4) 
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laonde , avendosi (201 : (g*4)) 


seni= (7£((EED) Yu, 


2((f,t00))= (Pau 


CAPO IN. 


sl avrà pure 


DELLA INTEGRAZIONE DEI DIFFERENZIALI ALGEBRICI RAZIONALI 
ED IRRAZIONALI, I QUALI DIPENDONO DA UNA SOLA VARIABILE. 


253. Allora il differenziale f(x)dx dicesi algebrico quando la fix) è alge- 
brica (55). Ma questa funzione potendo essere o razionale od irrazionale , 
nel primo caso il differenziale algebrico si appellerà razionale, e nel secondo 
irrazionale. Sia primieramente il differenziale [(®)\dx razionale ; esso senza 
dubbio alcuno si potrà sempre decomporre in più termini (202), i quali ab- 
biano una delle seguenti forme 


x bda bda (aFby ide (a4bV_1)de 

ba da, ET GN A ge 75==% FETTE 

ak (ak) e KFRVZ=i (a—k4hV—1) 

nelle quali a, 0, 4, % esprimono quantità costanti e reali , ed n un numero in- 
tero; ed è poi chiaro che ove dei singoli termini si conoscano gl’integrali , si 
saprà (235) subito assegnare l’integrale del proposto differenziale /(x)dx. Ora 
gl’integrali di quei termini sono (236. 237) 


+ 


ba 
ba da— +C, 
Sbx"dx ni 


bda 1 
f ole _hto= lla 40C, 


bda __ { bd(a—k) b | 
fs inn. (a—k)" di (na) +6, 


EEA __ ( (@PIV=ifa—k4+hV=i)de = 
sa le 
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i Li e 
"sati 
1 19 _ ‘dl(ehY+4| : a h DE 
Si I ryan fe a titay= ESTE 
L h Là 


= j(arby=i) IH? +h°]4+(b£ :V/=I)are (ang= 3) +6, 


(appy—i)de —_ agbyzi nl 
(Lens (n Deh Y 1) . 


In tal guisa, proposti i tre seguenti differenziali 


(2°+2°+2)dx  2%dr da 
of 1}(e+1)" °° ele'+1) 


sì otterrannoi loro integrali come quì appresso 


(1° +2°+2)da Ceo ((° sa, de 3dr dx 5da )e 
x(a—1)(€+1)? TE 1) A(a-1)  2(0+1} 441)/ 0 
1 3 5 
— 92 = la —- l'x +(— 
=2l'(x) 7 (ee D+ i (e+1) 


a 543 
si (ce) 
4 \(-A)+1}/ 26°1) 
al 
e =((: dx +dr+— —)- 
CO )e 
ve cb da a) 2e+1) = 


x r(a° su PL Cm 
=p7+ 3 lat 3E+H)+0= +4! (Gi) i 
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> da A °/dx dx da + dx )= 
J a2+1) "i 7 a Aeovzi) ava) 


1 Ter 1 tn 
g'a-v=1)+3 + v=1)+0= 


A 


2x° 


ea 


254. Allorchè le funzioni differenziali algebriche sono irrazionali, non si 
é certo in generale di poterne eseguire la integrazione in termini finiti, ed il 
mezzo principalmente in uso per giugnere a siffatta integrazione consiste in 
sostituire alla variabile primitiva una nuova variabile, Supponendo esistere 
tra l'una e l’altra una relazione tale che il proposto differenziale da irrazio- 
nale qual’ è in funzione della prima addivenga razionale in funzione della 
seconda. 

Il caso più esteso, nel quale sia certa la riuscita di questo metodo, è quello 
in cui la irrazionalità della proposta funzione differenziale nasce solamente 
della presenza di un radicate quadrato, il quale contenga sotto di se una fun- 
zione intera di secondo grado, come Votanti dove a, b esprimono due 
quantità costanti qualunque , e cuna costante positiva, Senza restringere la 
generalità del radicale si può supporre csf, il che lo rende più semplice; in- 


fatti ciò equivale a sostituirvi Za invece di 2, ovvero a supporvi 2= NE 
fe 4 
conservando alle costanti 4, d Hi loro indeterminazione. Per tal guisa, la ir- 
razionalità in discorso dipenderà dalla presenza del radicale Va4usts', e si 
farà sparire diversamente secondo il segno dal quale è affetto il termine 2°. 
In primo luogo supponiamo che questo secno sia il +. In una tale ipotesi 
dinotando con ( un’altra variabile, facciamo 


Vat+oa- poici— Zi 
innalzando al quadrato Vano e l'altro membro di questa equazione, otterremo 


a+0:4+ = 2242? ovvero a+bs=1° 2, 


donde 
me 2. dales ali _ ea 
2145 214 d 24h 
"0 
2 UA) di ad 204 bt+a)dt \ 
a (2146) "us 
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valori, la cui sostituzione renderà certamente razicnale il differenziale pro- 
posto. 
In secondo luogo si supponga il termine 2° affetto dal segno — . E quì si 
noti sul bel principio che noi intendiamo operare intorno a quantità reali, e 
conseguentemente supponiamo che i valori di 3 sieno tali da rendere sempre 


reale il radicale Va+5:—=?. Quindi il trinomio a+b5—z" sarà sempre positi- 
vo, e la equazione 


2°-—bz—a=0 
avrà le due sue radici reali. Ora dinotando con r, r; queste radici , si avrà 
2°-—-bz—a=(3—r)(:—r,), e perciò a+bz—2°=(z—r)(r.—-2). 
Ciò posto, dinotando con t una nuova variabile , facciamo 
var =VenZ = 
innalzando al quadrato il secondo membro ed il terzo , risulterà 


(r)rt—s=(3— 0, ovvero res, 


donde 
re4r, = rt4r, (rr) 
freni iL n (zz _—_T 
ug 531 Va+b: EF ") FRI! 
(1) 
Pa 20 +1)rtdi-Urt4r)tde _ 2r_r)dt 
NOCE, ig Tea 


C+) HI 


e questi valori renderanno evidentemente razionale il proposto differenziale 
senza punto introdurvi espressioni immaginarie. 

In questo medesimo caso del segno —, ritornando al radicale primitivo 
Va+ba—ca?, il primo termine a, allorchè è positivo, si può supporre=I, e ciò 
senza restringere la generalità del radicale, e senza introdurre immaginarii : 
infatti niente impedisce lo scrivere il radicale sotto la forma seguente 


a b c A Dn 7 ; 
Va Vip 2°, dove Va è da tenersi in conto di un coefficiente no- 
a a 

to e reale, e per la indeterminazione di d e e si possono conservare queste me- 
N € 

desime lettere in luogo di—, e-. Ora facendo 
a a 
VI+5r—a: =at-1, 


se ne dudurrà, con l’innalzare al quadrato tutti e due i membri di questa 
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equazione 
1+br—ce=x'0—2xt+1, ovvero b_ce=x0° 21, 


donde 


2045 21° + bt ne +bi—c 


TE +e 4 ec 
dae 20 tode—22i4+b)tdt ___ 2+bi—c)dl 
BI Gr IE IT), 


o) VI+ bacca = 3 


@) 


2 


ed è chiaro che la sostituzione di questi valori deve rendere razionale rispetto 
a t il proposto differenziale. 

255. Dalla teoria passando agli esempii , propongasi in primo luogo ad 
integrare il differenziale 


da 
Va+baper” 
Le formole (è) daranno 
> 2de _ (42141) 


SR LANZA — 124}, doi 
| Va+bz4s? 2645 È 2146 ( (+ h) 4 cost A 


e quindi , sostituendo 24 #+%5+=3" a {, otterremo 
( sa I'(B+2+2VTF7ZF2)+ cost 
e: ZT atbbzpa? cost. 
J Vati+s 


Mettendo in questa espressione «/< invece di 2, % in luogo di BV, e conse- 


b 
guentemente —— in luogo di d, si avrà 


Ve 


(E en "(7 +2x/e +2Va4ba tor? di +7 = 


Vat+b: toa 


Se 


= (7 PaVvet Vapiatpa: )+ +-% a” 


SD nti 
\uVi devi+vaina) +C, 
Vol. II. 40 
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PR nost.. 

ponendo la somma costante Hei + sa 

Ve Ve 
ria €. 

Se il differenzia 


uguale ad una sola costante arbitra - 
le proposto fosse particolarmente 


da: 
VIa?” 
si avrebbe a=1, d=0, c=1; € però il precedente integrale ci darebbe 
dx 


_=Ma4 Via) +0. 
i Vito (ap i+a) ] 


In secondo luogo debba trov 


arsì l'integrale del differenziale 
dae 

Vaplaze 
Le formole (:) daranno (236) 


. 


dz 5 di 2are( )+ 
——P —_—_- == 4 _—_ 2 Bare(tangy=-l cost., 
Va + ha—3" | 41 a 
V terne 
ovvero, per essere f= —-—_—- 4 
3! 
Si ds limes 
—— = — Zare img + cost. 
Va+si—a Vir 


Ora avendosi dalla trigonometria (54° : (19) la tangente di un arco doppio 
uguale alla doppia tangente dell'arco semplice divisa per la unità diminuita 
del quadrato di questa stessa tangente , sarà 


2Vr,—3 
Zare Cara ==are ( tang== Vee "a 
Lal vis 
i—-— 
sr 
€ nette tTi NA a 
2a 3 (1 _uz)\ % ora = 
TRE (een =— arc PRRPEICA sini Cone, : 
2z-(r4r,) rtr—23 
dove, come è noto dall’algebra rtr,=b; avend 


o dunque riguardo alla equa- 
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zione Va +=: =VG—=r)(r,—:); otterremo 


( desi Dea ==arc Ca NEI, cost. 


Dopo ciò, se in questa formola sostituiamo xVc az, e nel risultato mutiamo 


= NRE: ; b 
by. nella semplice indeterminata d, e per conseguenza dè in — , risulterà 
È 


I ET are (cang= MEA badi, 
iv ù 
ii isa 
Ve 


donde si ricaverà l'integrale cercato 


1 2 a4bo=ce' c cost. 
( ri 


=—arel lang =-—-]— 


=== Vatirlar Ve bee Ve 


ovvero, passando per la nota formola di trigonometria (32°*:(10)) dalla tan- 
geule al coseno, 


i de { hb-2er cost, 
\ ===" = euro {| cos —— __ SESOZÀ, 
I Vatlarcei Ve Via: +6° Ve 


ia L Tm de ( a 
=—{- — senza — 
Ve 2 ea 


1 Da —b Da qa 
=——are( sen=— 
Ve Viac4 dì +7 “gr 


1 dea bh , 
=-_ arc ( sen=———_— )+C, 


dr: 


Vi Viac+b 
41 n cos. 
facendo la somma costante 3 +—- uguale ad una sola costante arbi- 
V e 2 Vv Cc 


traria €. 
Questo esempio ci porge la opportunità di osservare che si fa meglio a 
lasciare irrazionale il differenziale proposto, quante volte si abbia il mezzo di 


ridurlo ad un altro pur tale, ma d’integrale coguito. Pongasi Fg ; sì avrà 


[pa { di RO di dt 


E e 
Vatlz - x/a4s (+) (e 5) > NILE e 
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4 
Ora ponendo n — 


t 
o pa 
dt I dt “4 ( 5 
f —_ —|-_= f===0r0( sen= > | +cost.= 
EEE TRAI i 
4 Ue, 
2t 25—D 
=zarci sen= 25) + cost.=zarce senz ——— }+ cost. 
( Vla+b* Via+b? 


ii are { sen Lr + cost 
—————r {a ee rana così. 
{ Va+b—3* Vla +0? i 


donde, facendo i soliti cambiamenti di 2 in xy, ec., otterremo 


Adunque 


n b 

e la 

[ Mosa) =adre o + cost.= 
a me CA 2 


Via+ 2 


2ex—b 
=arc| senz ——_- | +cost., 
Viac+ 6° 


e quindi 


tà dx 1 i ( 2ex—L +C 
_ ————oF arci sen= —— 
{ Vasba=ca? Vo V4ac+6 / 


precisamente come fu trovato qui sopra. 

256. Diamo termine a questo capo con l’osservare che si può rendere 
razionale anche un differenziale che contiene due radicali quadrati di funzioni 
intere e di primo grado, come per esempio Ya+4%x, Va +0'e ; infatti sup- 
ponendo Va+%x=z, sì ha 


Dali | i fe t rode 
, da= Post aaa N a'+b' iti — Vab—ab' +02; 
b 1) VI 


ZI (| 


b 


az 


per la qual cosa, il risultato in z non presentando che un solo radicale qua- 
drato di una funzione intera di secondo grado, se ne potrà liberare per le co- 
se precedenti mediante una nuova sostituzione. 
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CAPO V. 


DELLA INTEGRAZIONE DEI DIFFERENZIALI BINOMII. 


257. Si dà il nome di differenziale binomio alla seguente formola 
P 


a"'de(at be") ...(9), 


nella quale a, 0, rappresentano quantità costanti, m, n numeri qualunque , 
€p, g numeri interi, L’esponente poi di x fuori della parentesi è scritto sot- 
to la forma m-—1 per sola comodità del calcolo. Osserviamo inoltre che la 
generalità di questa formola non diventa maggiore allorchè si suppongono 
variabili ambedue i termini chiusi fra parentesi come nella formola 

r 


STAI IONE: NI, 
avdelar' + ba"): 
imperocchè avendosi identicamente 
ar +ba'=x(a4+bx"), 


essa senza veruna diflicoltà si ridurrà alla seguente 
«a i 
x 1 de(atbe”), 


che evidentemente è della stessa forma della (9). Dippiù la generalità della (9) 
non diventa minore supponendo che n sia positivo: infatti se n fosse negativo 
come nella formola 

p 


edo(a+ba), 
per essere pure identicamente 
atba'=x"(ax"+b), 
essa facilmente si ridurrebbe alla forma 


pr pP 


M- I 


x! delar+b), 


che è la stessa che la (9). Finalmente si può dimostrare che neppure resterà 
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diminuita la generalità della formola (9) supponendo che i numeri m ed n sie- 
no interi; poiché se questi numeri fossero fratti come nella formola 


LP 


a “dr (atba' )', 


facendo a—=3", si avrebbe de=su 3" ‘dz, e quindi sarebbe 


r Cop P 


a da(a+bo' Yu 1\€dz(a+ bar). 


258. Premesse queste cose, a fine di scuoprire in quali casi la funzione 
differenziale (g), che contiene un binomio innalzato ad un esponente fratto , 
possa rendersi razionale, si procura di trasformarla in un’altra che presenti 
un binomio diverso innalzato ad un diverso esponente ; ed il caso in cui un 
tale esponente si troverà essere intero, sarà uno dei casi domandati. Così po- 
nendo 


atbe"=2...(g") 


p 
in modo che sia (a+ba") =", si avranno 


za 3a ; q AN! 
fi gi st as ppi di. 3 
x ra n ì , ed ada m 5 (- l Y 


e quindi risulterà 


7 q #4 È 
a”'drla+be°) = Sr: gr è( 7 ) : 
n 


Per siffatta guisa si fa noto che il differenziale (g) si può rendere razionale 


n 
mediante la sostituzione (g') quante volte — è un numero intero , quante vol- 
n 
te cioè l’esponente della variabile fuori della parentesi accresciuto di una unità 


è divisibile per |’ esponente della variabile dentro la parentesi. 
LP 


La LA x'dr(a+bx*) soddisfa a questa condizione, poichè m=9, 


n=3, —=3, ed essa si trasforma in 


IRR 2-0 
36 5° d ( b 


Anche la espressione differenziale z'da(a+ba')si può rendere razionale, por- 
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mo. na : 
chè si ha m=6, n=3, = 2,e perché inoltre p=1 ,9=2, essa si trasfor- 
Li 


merà in 


2) 2 n 


nds. 


35° 
Pongasi ancora col celebre Eulero 


atbr'=ez?...(49"), 


saranno 
r g b) 4 
a'= dI 
PALIO 2 
di 
£ "i z I 2ON € 
(atbr ) =a'snas(_-b) (= cera , 
{l DI 
mm 
Li a BN? 
a'za”"(3—b) "= , 
a 
m 
251 no 
ah 4 
mda=— Lg” dz (e n 
au a 
donde 
mp 
ni q DN n 
an'ide(a4+be) 1 | a ds Ù 
an a i 


Ora il secondo membro di questa equazione sarà razionale quante volte 


m i A ; ? 2 S 
—+ È è un numero intero. Adunque la funzione differenziale (9), si potrà 
n 


rendere razionale mediante la sostituzione (9”) quando dividendo l'esponente 
della variabile fuori della parentesi aceresciuto di una unità per | esponente 
della variabile in parentesi , si ha per quoziente un tal numero fratto che in- 
sieme con | esponente del binomio dia un numero intero. 

Ad up tal caso si rapporta la funzione differenziale 


r'dr(a+b2’), 
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la quale per essere 


si trasformerà in 


s RP 2°_BNT arz*dz 
— -2°d3 n; 
a a J (3°—0)° 


Anche il differenziale 
x’ dela 3-bx")° 


è riducibile ad una forma razionale; poichè avendosi 


m,p 4,1 2,1 
pas Sa =—=i “ = 
n + q 6 3393 ci 3 i 
la sostituzione a-+bx°—x52? lo trasformerà in 
du 2-7 1 az'dz 
— — s°dz { — = 2. 
6a a 2(25—b) 


259. Accenneremo quì due altri casi dei più facili , nei quali si conosce 
il mezzo di eliminare, o almeno di diminuire il numero dei radicali esistenti 
in un dato differenziale. Il primo dei due casi ha luogo quando il difterenziale 
è della seguente forma 


e a si | 
a'dafl(a4+ba")Y, a", (a4-B2"), (+e), ce... ]. 


Infatti, ponendo a+fx°=z", si avranno 


r È 
(4+Bx") esglleo, (a+Bxe")=2", ec...; 


du. 


B 


gpl N 1 SU... 
‘ gua s arde = nat "dz, 
n 


e si avrà pure 2*= , donde 


B 
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ed infine 
P 


(aqta)' = (C* +7 ) si 


Il risultato adunque della sostituzione a+Be°=3"- nel proposto differen- 
ziale non conterrà che quest’ ultimo e solo radicale , € sarà del tutto razionale 
quando quest’ ultimo radicale non esiste nel dato differenziale. 

Si dà luogo al secondo caso quando la forma del differenziale è più gene- 
ralmente 


La Hi t 
va agbae”" \1 A atgar Ni a+Be Ni 
x der[(EE%) 3T (E) , (FE) A ec... ]. 


SIERO ad-fx 
Imperocchè la sostituzione di =2%- darà 
+97 
£ 
ot-Bx" i Ties 04-Br" Ù Shea . 
a'4B'a" di, o'4P'a' sli 


inoltre darà pure per x", e quindi pel suo differenziale ne de, e per la sua 
potenza mm", x", valori razionali in x. Dippiù il valore di x" espresso per 


i likes . 3 ; 
risultando della forma neo 3 di questa stessa forma risulterà il valore 
A feci 
. a n | : . ; À Bzu... 
della frazione TI 773 > Il quale perciò potrà indicarsi con Sri Adun- 
a +b'r A ++ B'gs 
È 
, . . : A Bz. q 
que il risultato non conterrà che il solo radicale i , e sarà to- 


talmente razionale allorché quest’ ultimo non esiste nel differenziale pro- 
posto. 

260. Allorché un differenziale binomio non si può rendere razionale, 
si procura di farne dipendere la integrazione da quella di un altro binomio dif- 
ferenziale della stessa batura, ma il più semplice che sia possibile , ecida 
fine di potere eseguire quest’ altra integrazione con i metodi approssimativi 
che altrove saranno indicati. La riduzione poi di un integrale all’altro si fa 
per mezzo della integrazione per parti € col fine d’impiccolire per quanto é 
possibile i valori assoluti di m e p; e perchè i risultati riescano più semplici, 
il primitivo differenziale si usa scrivere sotto la forma seguente, 


a''de(atbe)’...(g"), 
Vol. III. 41 
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dove p esprime un nuovo fratto. Debbono pertanto distinguersi quattro casi 
diversi. 

1.° Quando m è positivo , per fare che questo esponente si trovi impic- 

colito nel nuovo integrale, bisognerà risolvere il differenziale (g') nei due 
fattori 0", ed x"'dr(atbx"°)". Allora la integrazione di esso per parti darà 
sulle prime 
e'(a4be")? m_n = sata 

pri)o n” de(at-ba")?"; 


nella qual’ equazione se nel secondo membro al di sotto del segno Svedesi 
impiccolito l'esponente di x fuori la parentesi , si vede per contrario ingran- 
dito Pesponente del binomio. Ma però osservando che 


Sar'dx(a+ba")= 


Sarridz(a+ br) vaeSerdx(a4-beY)(a+b2")= 
—afe”v'dr(a+beY 4+0S ada + ba"), 
la sostituzione di questo valore nella formola precedente cì darà 


em(a+bae)*  (m-n)a 


Setdr'atbpe = A Sar"'de(a+ba") 
Sarde tha, aQePDb STERN ® (a+ bx”) 
m_n 
DA Sa"da(at+ be") 

Te ani 

e quindi 
CR ii e et 
n(pi1) n(pt no 


donde 


Sar'daatbe = 


ar(o+ be)" —(m_naSa"=dalatba"Y 4) 
(m+ np) dui 


Per mezzo di questa formola si viene a far diminuire l'esponente della varia- 
bile fuori della parentesi di quanto è l'esponente della variabile in parentesi ; 
e perciò con l’uso reiterato di essa il primo esponente si troverà infine dimi- 
nuito del più gran multiplo del secondo esponente che vi si potrebbe conte- 
nere. 

2.° Quando pè positivo , si procura di farlo diminuire di una unità 0s- 
servanuo che 


Sataxatba f=Satm'dxlat be)? (at be)= 


=aSada(at ba" +bSa"*'dela+bx)". 
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In ambedue quest’ integrali l'esponente del binomio è quale si desidera, se non 
che nel secondo integrale l'esponente di x fuori della parentesi trovasi per 
contrario accresciuto di n; ma però esso si può ridurre a quel di prima me- 
diante la formola (A): infatti mutando in questa m in mtn, e pinp1, 
avremo 


Daf +6 n" Pa x "pilr n\p_r 
Samrrda(a+baryr= EFOT) mala” 'da(atba) 
(m+np)b 


Adunque sostituendo questo valore nella equazione precedente , si ot- 
terrà 


LAP + npa fe" dala+ ber 
Ser'dr(a+br'Y = 2 (tia Y 4 npaSe"dalat be) (B), 


mt np 


la qual formola vale a diminuire l'esponente del binomio del più gran numero 
intero che vi si potrebbe contenere. 

3.° Quando m è negativo la equazione (A) fa dipendere l’integrale pri- 
mitivo da un altro più composto ; ma risolvendola per rapporto a quest al- 
tro integrale, e nel risultato mutando m in —ntn, perchè così il primo 
membro risulti più semplice e nello stesso tempo sia conforme alla ipotesi del- 
l' esponente della variabile fuori della parentesi negalivo , otterremo 


rr RIP Am È ment n\ p 
Satdz(atba = — (a+ ba") +(mantnpSx da(a+be") (0), 
ma 


equazione la quale, com'è chiaro, vale a rendere più piccolo che si può il 
valore assoluto dell’ esponente negativo della variabile fuori della paren- 
tesi. 

4.° Quando pè negativo, nella medesima guisa e per la stessa ragione 
risolvendo la equazione (8) per rispetto all’integrale che essa contiene nel se- 
condo membro , e poscia nel risultato mutando Pin-—p+1, avremo 


a'(atbr)r—(mtntnp)fe*'drlat+ ba") FP ì, 
È Fui È pp — ‘i | 
Sar'dr(a+br") sn i ), 


formola acconcia a diminuire il valore assoluto dell’ esponente negativo del 
binomio del maggior numero intero che il medesimo potesse contenere. 


amido . 

= > Ha cul si supponga m essere un numero iutero po- 
Vie 

sitivo; la formola (1), facendovi 


261. Sia f 


| 


azzf bz=-I, n=? I 4 
) } ‘ 
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darà 


ada 


Viza o 


e mettendo m in luogo di m—-1, si avrà 


CA VI —r? 
m_—-1 


» eda 


Viza? 


m 


gr Vina 


m-2 Cc aida 

mel) vi—e 

mod (at Lol 
de m { Vie 


Dando ad m successivamente diversi valori, cominciando dai numeri dispari, 


otterremo 
* xda 
» ade ae. ada 
nevi + | 
{ Via i V sii 3, via” 
° x*da 40 ax *dx 
ze — 1_-- a} a 
| Via: V "+3| Via’ 
* x'da — __. 6 x*dx 
==. een avi +- ; 
n= v tal vi x 
ec. ec 


Quindi si dedurranno 

°° xda na 

[ Vine 

* ada Da 1 :4 
vis \8° 

a'da sa 1 

Via = \5 

(ret 


VITO, 


1.4 
dei 


dvizaT 


EC. ec... 


ci 14.6 
A 


1.2 
— 1-2 4+C 
73) 1 + 7 


1.2. 
Ct 775) ViI—-+ 


1.2.4.6N 
2° a aC 
ea 


dei quali valori la legge è evidente. Passando ai valori pari di m, e suppo- 
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m=2, m=4,m=6, ec si troveranno 


nendo 
* ada da 
i 
j Vin eve i Fal Vis 
r'da x°dx 
==} 53/17 
(h Via di Via “Gg ) Via i” 
ada ada 
Ivica” 


d Via = pr Vice + 


ec. ec.., 
In questo caso tutti gl” integrali proposti dipenderanno da 


° dx 

| Vi ==arc(sen=a)4-( ; 
appresentando dunque con 4 questo arco, si avranno 
--—===4406, 


Î7 e 
xd 1 ran, 431 
= SR 


VV i=x 


(Fe 


È ae : 3 
———-=— s rodi, 


a 


ec. ec... 
are le formole che corrispondono al caso in 


262. Facciamoci ora a cerc 
cui m è negativo. La equazione (C) darà in tal caso 
e*VICa mid ("dx 

ri er 
Via 


m 


m 


ada 


Vi=-z 
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e scrivendo m—1f in luogo di m, risulterà 


de Vi=a' di m_2 (0 da 
{ Via (m_1)e** m_i | aria 


dove non può supporsi m=1, poichè questo valore renderebbe nulli i deno- 

minatori dei due termini componenti il secondo membro ; bisognerà dunque 

cercare indipendentemente da questa formola l’ integrale del differenziale 
dx 


. Ora ponendo 1—x°=2", donde 


e=Vi-3, de= Fi 
abbiamo 
de da 1 dz 4 dz 
evi 1-2 2 it: 21-5 
e quindi 
(= =_li1+4+3 l'(1-2)+C=— (È +6; 


rimettendo in luogo di z il suo valore VV i-s*, sarà 


\ de tie te 


Javica 2 {Via x 


tà APVITN?] pf 142 
=— (ET pe (PS )+e 


Ciò posto, se si suppone primieramente m=3, m=5, m=7, ec. ec... si vt 
terranno 


f de Via r 3( da 


avi 20° 2) ovina” 


de Vine 3 ( dx 
(=? ha FJ Via 


Ca da Vi 4 dae 
I elia 6° al e'Vi=a'' 


CC. EC.... 
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Facendo in seguito m=2, m=4, m=6, ec. ec... si troveranno 


(LE == Za, 

Javize x 

©_de _—_ ViTs,20 da 

| ea dr? 3 | C'Vi2an) 
de Via 4(_ do 

| VIS ba | aa 
ec. ec... 


Da queste due serie di e uazioni agevolmente si dedurrà, come nel numero 

eq .88 TRA i 
precedente, una classe di formole integrate per logaritmi , ed un’altra classe 
che sarà algebrica. 


| ; dà i ada 
263. Propongasi ancora ad integrare la funzione differenziale — 


. 


Beata? 
la quale si presenta nella Meccanica. Noi abbiamo 
* ada leda(? . s el, @ Nera 
————=.la"da rear) ST dex) 1 
{ vas a(2ex—g' ) a(2e-x) 3; 
ma la formola (A), supponendovi 
ei 1 
m=q+ 5 n=i,p=— 3» a=2e,b=-A, 
da 
D4 r 2( 5) 
I I I77, SER + me} c 3 r 
Satidu(Qea) = (ener, X_2/ Soda 2Qe—a) = 


zi a 'x(Qe-x) n 
RI gi 
Vi Vi 


miQer—e2)  (29-1 si 
=_ ir) + CIA barrdsfdera?) = 


q 


A Verna” (291) C ntda 


q qg Dogon? 


I E 
Sax :lxQe-a) = 


Tia 
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adunque sarà 
ada a 'Vcna? (29—1)c f afl'da 


A —_—— 
Vama 


V2era* q q 


Da siffatta equazione si scorge che l’ integrale del differenziale proposto dipen- 


derà dall’integrale del differenziale . Ora l’ integrale di questo diffe- 


da 
V2ca—a? 


renziale agevolmente si otterrà dalla formola generale dimostrata nel capo 


precedente (250) 
dx ale b—-2ex +€ 
(=: Va+ba—ca? na =; Viact bè 


infatti facendo in questa a=0, b=2c, 1, risulterà 


dx CX i 
——_ arc| cos= LC. 
V2cr—a* c 


dx o 
IS? = da (c° +a? bo 


264. Finalmente debba trovarsi l'integrale di 


Nella formola (2) ponendo 
a=c?, b=1,m=1, i 
avremo 


De 2\cnpei S—_2 )» 
Sda(c+x°)7= si i a z lake, 


» 2p_1)c 2) 
donde si dedurrà 
dx Lia 1 4 2p-3 ( dx 
J (e +a?) — @p—2)e (+a) (2p—2)0. Cr 
La riduzione indicata da questa formola allorchè p è un numero intero si ar- 
resta all’ integrale (i: imperocchè ove si ponesse p=4 , il divisore 


2p—2 diverrebbe pullo , ed il secondo membro infinito. Ma già sì sa (237) che 


da 1 x 
{a tang="— +C. 
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CAPO VI 


DELLA INTEGRAZIONE DEI DIFFERENZIALI » I QUALI CONTENGONO FUNZIONI 


TRIGONOMETRICHE, LOGARITMICRE , ED ESPONENZIALI DI UNA SOLA VA- 
RIABILE. 


265. L' integrale 
Ssen'xcos'xda. ..(9) 


può farsi dipendere da altri integrali dello stesso genere. Facendo infatti nel- 
la formola della integrazione per parti (238: (a!) 


senta ds=cos'asenxda=—cos*xdcosa, 
r) 


donde 
dy=(k—1 )sen'adsene=(k—1 )sen’acosada, 
; cost! x 
z=—-Scostxdeose =— 5 
ht I41 
si avrà 


sent'ancos”x  lk_-1 
+ — Ssen'?x cossa] dì 
gti g+1 d) 


Ssen'xcossada—=— 


Che se nella citata formola sì fosse posto 


y=cos'x, dz=sen'acosxda=sen'xdsenx, 


donde 
dy=(9—1 )costradcose=—(9A)costxsenxdx, 


senta 
k41° 


» L 
a=S'sen'adsenec—= 


si sarebbe ottenuto 
sen'’acost'e qu 


pio + lipd 


Ssen'acostrde= 


y sn zed (g"). 


Abbiamo inoltre 
Ssen'*xcos’xda=Ssent*rcostrcos:rda= 
= sen ’xcosa(1—senx)de= 


=S'senxcosede—Ssen'acosxda. 
Vol. II. 42 
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Sostituendo questo valore nel secondo membro della (g'), e risolvendo la risul- 
tante equazione per rapporto all’ integrale Ssen'xcos'xdx, si otterrà 


sentacos a ki 


GAL: gti 


Ssentacosadea=— S sen'xcos fado] (q'"). 


Nella medesima guisa , avendosi 
Ssentacosadae=S sen’ asen?acosrdor= 
=Ssen'a(1— cos #)cosada= 


Seni ccos ada —Sson'acosrdx, 


uve questo valore si sostituisca nel secondo membro della (4%), e quindi si rà. 
solva la risultante equazione per -fsen'rcos.rdr, avremo i 


seni ’rens c'e g-1 ù MAT 
____— +-+. dsen'xecos’arda Mq!” 
g+% ù g+tl MRS Ha x 


Sson'rcosrde= 


Risolvendo ora la equazione (1) per. rispetto all’ integrale che si trova ne! 
secondo membro, si ricaverà 


sertacos ta, ko, 
—_ Ssen'acosada, 
fl Lo k—-1 " 


Ssent'rcocade== 


ia quale, ove a k si sostituisca 4-42, darà 


sent 'acos xa g+k+2 


Ssen' ecosada = 


k+1 b+1 


Similmente risolvendo la equazione (g'”) per rispetto all’integrale che si {ro- 
va nel secondo membro, si avrà 


Ssent “acoseda kg”). 


A+i 


o ; sen'acost'x ik . 
Ssen'acost’ada=— + — Ssen'rcosada, 
qA gA 


cd in questa ponendo g-+2 invece di g, risulterà 


sen!*'secosì ‘x si q+k42 
g+1 y+1 


Ssen'acosadazze— S sen'acos da | (qui. 
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Per mezzo delle formole (g') > (0%), (9°). (02); (97), (4°!) potrà l’ integrale (9) 
farsi dipendere da altri integrali dello ‘stesso genere, nei quali gli esponenti 
delle quantità senx, cose non oltrepassino i limiti — f +1. Che se %, y dino- 
tassero numeri inferi, ciascun vede che l’integrale (9) si ridurrebbe ad uno 
dei seguenti integrali conosciuti (236. 237) 


Sde, Ssenxda,Sc0sxde,S senxcosada, 


DS 


( da quin { coswla | 


da i da 
k 


—_. 


——_ 


Ri DI . 
senxcosa” | cosw Sena seno J POSA 


266. Sostituendo —}: in luogo di y nella (9), e —y in luogo di 4 ne! 
ia (9"), si otterranno 


: | taitg®"'a 3 | 
Stungads= 2 Sia! ‘ada, 
; si i 
CA (9 sù) 
i; eol'a 
Scot'ada=— - 
Jia 


— ew ‘ada. 


Inoltre facendo g=0 nella (47) e nella (9), ed in questa ponendo dippiù —i 
in luogo di k, risulteranno 


, sentatosa hd 0 
Ssen'ada=— ; IFTRRII sent avda, 
ù t 
: (q° in) 


dna RO i 
x coser'acosa  l-2 , i 
Lera E e 2 dad ge 


h-1 h—1 


Finalmente facendo 4=0 nella (97) e nella (97), ed in questa sostituendo 
ancora —g ag, otterremo 


Nar senacosta god, 
Scossadaz—- + Srs-xda, 
I I 
(9°) 
î Senaseetta — g--2 
Ssectadaz= + _ Jsee'rde 
fel ped 


267. Nella prima delie formole (77) facendo k=2 ,=1i,=6,=cc., 
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avremo 
Stangadx=tange—x+C, 


tang?x 
Stang'ade= a —JStang*xdx, 
tang*®x 5 
StangSxda= Prog tang*xdx, 
ec. ec... 


Quindi per esempio si troverà 


‘a € 
Stangsrda= "1 x _ 9 x 


«tanga —a + C; 


ed in generale, dinotando con n un numero intero positivo e pari, sarà , 


tang”'x  tang"3x , tang"°x 


St "xdei = — —_— 
PERSON n-1 ne-3 n—5 


—...ttanga*px+C. 


Facendo poi nella medesima formola k=3, =5, =7, =ec., risulteranno (237) 


ì tang” 1 
Stang*xada= È sa tar l'(cosx) +€, 

x tang*x : i 
Stang'xde= 2a langixda, 

i tangîx ; l 
Stangada=———Stang' xd, 
ec. ec... 


Donde per esempio avremo 


6 4 


L { 4A { 
Stangxda= sagra, (angie LS cn > +; l'(cos'x) tC; 


e generalmente , rappresentando con n un numero intero positivo e dispari , 
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sarà 
tanga tang'’x | tang'°x si a 
Stang'ada=z—— — : a si 5! 
Ù ni a=3 sE n—-5 n gl(c0s'x; +€. 


Procedendo in simil guisa si giugnerà, mediante la seconda delle ( (Pu), a 
dimostrare che per n numero intero positivo e pari 


ene cole cotte cotl?x 
dd col'ada = 


—— — . Ecotata4+(C 
ni n3 n_-5 tool ato, 


e per » numero intero positivo e dispari 


cotta cotrìa col ix ue x 


1 2 
o ria l'iti 


Scotrada pod 


Seguitando poi a dinotare con n un numero intero e positivo, senza la 
menoma diflicoltà dalle formole (977), (g/) si dedurranno per # pari 


cosa / n_-1 (n-1)n—3) 
Ssen'ada —— — | sen'mix Senti AO sogni 
x \ + n se + (2A) sen'’xb... 4 


se (n_-1)(n—3).. s)+ O (n-1)(n-3)...5.3. La 


(n—2)n—-4). ee e LU ufn—2) n(n—2)(n—-4)...4.2 43° 


Scosec'xda =— 


Osa n-2 -2)(n-4 
i (caserati cosee'7'x | i ia 


n-3 MI e. + 


(n-Dn_4)...4.2 
+ GIRI COSCCI )+4o 


i n_-1 in-1\(n—-3 
Scos'de= ra Guia: sos 'a+ TER 08th 


(n1)n_3)...5.3 7 v) + (n-1)(n—3)...5.3.1 sé, 


(n—-2)n_-4)...4,2 di n(n—-2)(n—-4)...4.2 


senx (— n—-2 (n—2)(n—4) 
Ssecaxda = SeeT'a pri8, NET e ola 
ni ( ii e fr (n-3)(n_ 5) SEME 


(1--2(n-A).. Nei % 
+ IMI, deco) 
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e per n dispari (236) 


Ssen'ade= 22( seno ql 9 i sen'a+ ESEr sen''x+...4 
% AI RCA] 3) a 
S cosec'ada=— na ( caseere4 Lieosee "rh DONO ee Ci ceo i. + 
+ a = aa i ago 5! 2 run 3) ii 
Scos'rda= (00 os" sa + (GIO ar 
COMIZI » Di 
S sec xda= rei sec''x + i seen'x + a n Sp SecIa4, 


(n-2)(n-4)...5.3 (n-2)(n-4)...5.3.1 -2)(n-4).. 
Faz3) 5) A ") +) (18) reo ao PU Gini (Gi + 3100 


268. Propongasi ora ad integrare il seguente differenziale 


dx 


a+bcosx” 
Supponendo tan = si avrà dalla trigonometria (54° :(22 
pp 9: 3 


2 


12 


tang®g= 
IT | 


donde 
sec'a=i.4 lang ‘a=14(7 2 2) = arene (75) i 


335 


Ciò posto , saranno ( 65: 3.0) 


2 
d— 
dtange 1 2[(1-0) +22 de (E 0 2dt 


db; (Ir)? » 


1-r 140° 


Si 
LS 
SG 
® 
> “aria 
z 


e conseguentemente 


Ult 
da 140? 24 24 


A+ beosx i Cp 1+2)+0b(1—-1?) atb+ (ab) 


cioè il proposto differenziale mutato in un altro puramente algebrico. Intor- 
no alla integrazione di questo diflerenziale algebrico potremmo rimetterci al- 
le cose detle precedentemente ; ma siccome una tale integrazione s'incontra 
in applicazioni importantissime, perciò sarà bene eflettuaria in questo luogo. 
Per la qual cosa dovranno distinguersi i tre casi seguenti : 

1.° Quando a<d, si scriverà 


2dt Zi ___ 2 1 
atb4(ab)e ale bta dia” 
b—a 


a 2 e 2 1 
= In tal guisa , deeomponendo (202) la frazione -=—; nelle 
= (0° 


emma.) 


ponendo 


sue parziali, il differenziale precedente diventerà 
I ’ P 


2di 1 = 1 _ 1 dt dv _ 
— b—a  2e(t+o) Ze) (b-ae\tte t-ef 7 


1 dt dt 


— Va \tte ic)’ 
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ed il suo infegrale sarà per conseguenza 


1 1 tec 
nic. lU+c)—l'((— Cc = “({ — C. 
Vi [ ( ) ( )}4 V5°—a' a 


Quindi restituendo a c il suo valore, si otterrà 


ViTa tang st Vita 
+0. 


( da 1 1 
a+bcosx Y =? na a E 
i  VEÉA Viu "STE 


2.9 Quando a=b, si avrà semplicissimamente 


de (e 


t 1 x 
rene —-4+C0= -tang—-+C. 
atbeose Ja a aan 


b 
7 =c°, risulterà (237) 
L) 


ù 2dt 2 cc dt 21 
| —_—_ _—_:5T7 | -—- = . — are tang=- pe. 
Jappr(a—b)e abi c+1 ab ce 


I eutha at 
e quindi eliminando £, € restituendo a c il suo valore VI ( ; 


L 
3.° Finalmente quando a>b, facendo = 
dd 


a—b 
ricaverà 


» dx 2 ab x 
{ lia “e arc (cang=4/ (S) tang 3 


269. In generale , se rappresenta f una funzione algebrica, potrà sem- 
pre la 


f(sena, cosx)da 


ridursi ad un’altra formola , la quale sia del tutto algebrica. Imperocchè po- 
nendo senx=tL, perchè si abbiano 


dll 


cos 1-1, da= 7 
Vir 
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sarà 
sua 
fisenx,cosa)da=f(t,VITW) —— , 
Vir 
Che se si faccia cosv=t, diventerà 


(Gene cana) V I 
= 


Adunque ec. Quindi si comprende che, esprimendo i seni e coseni degli archi 
multipli per mezzo delle varie potenze dei seni e coseni degli archi semplici 
(109: probl. 1.°), potrà eziandio la 


{(senx,sen2x,sen3x,... 30084 ,c082x:,c083x,. ..)dx 


ridursi ad una forma del tutto algebrica. 
270. Nella formola (a'”) dimostrata nel numero 240 pongasi 


y=1, 3=arce(senza); 
saranno (61: 10.° 261) 
ie, X=Vinw, X=-e, X=VI2w7,X=c0, X=—ViI=#, ec. ec., 
e perciò 
S arc'(sen=x)da=xarc"(sen=x)+ nVi—a'are'(senza)— 
—n(n-1)carc"*(sen=xr)-n(n—1) n_-2)Vi—uare(sen=x)+...4C. 
Nella stessa guisa , facendo 
y=1,z=are;cos= x), 
si giugnerà ad ottenere 


Sare(cos=x)de=xarc"(cos=x)-nViî=x? arce''(cos=a)-n(n-1)carc®-{ cos=x)+ 
+a(n-1)(n-2)Vi—efare-(cos=r)t...+C. 


271. Nella medesima formola (a!) facciasi 


yet, s=I!x}): 


saranno 
Posi gpl: al 
A —T— Tm XA= 4 i 
1 k+1 ri (+1) "7 (k41)?” 
Vol. III. 43 
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donde 
cl dec nl'"(g) , n(n-1 Vl (a) _ 
3 jin a -—{} n EN 
di (daa= 2 (! ga + GE 


n(n-1)(n-2)1"-*(x) n(n-1)(n-2)...3.2.1 
—— epr tI xto 


272. Abbiamo (61: 6.° 74) 


dave") —î(khV —i)alA=v=da, 
ossia 
d.atrale = l'(a(h+lkyi)ata!=dx; 
e conseguentemente 


alal 
Gpivanta)* 


Ora se nella succennata formola (a’”) si suppongano 


Sa alv=da = 


ya, =, 
risulteranno 


alal: 2g alza: abzat:v=+ 


E Ea 


donde 


alal 1 NAT! 


Ax+ky=1)l"(@) *— gara” 


Sr'at'ada= 


n(n—1)xe"? u(n—1)...2.1 
(h+lky=1)°l°(a) — + Fa) 1° 


(h+ky—1° TECA — (+RVZ1)1 (0) : 
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CAPO VI. 
DEGL'INTEGRALI DEI VARII ORDINI RIGUARDANTI LA FORMOLA f(a)da". 
273. Abbiamo (249: (axr1n)) 


y 1 y y cati 
Lou) = Lem 1)" =n —y)"  {\y)dydx; 
d, ii Miei, f RI GZIOLI ij ET Og 


e perciò (250 : (a31)) 


€ (Y DE: 1(0y 
{ { (e—gMotyta= = (7 (ay) M)dys 
To Yo un has 


e fatto n=1, O) 
© (Y y 1 
{ Idrda= ( e-yfy)ay: 
Lo Yo n Yo 


le quali formole, prendendo gl’integrali rispetto ad y da y=x> fino ady=x, 
potranno scriversi come segue 


Fa SIenr tonfo 
(1) 
(IS Ana (* md | 


Premesse queste cose, pongasi 
drs=f(e)de"... (i), 


ecerchisi di determinare 3: questa equazione (+) può esprimersi nella se- 
guente maniera 


Mero 


frpereriigi (COL2 
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quindi saranno (247: (aur)) 


dn-1 x , a 
rai =Sx)de= arr 
ossia, che è lo stesso, (1) 
dn: z x 
Eprecamia fe)te= ( fy)aytC; 
x xo 


fatta cioè la integrazione per rapporto ad y da yy=%, fino ad y&=x : e sic- 
come, per essere dx costante, la seconda delle (i) può scriversi come qui ap- 
presso 


dm? 5 


7, elena 
da”? 


va 
Sfax = f fy)dydx+-Cdx, 
To 
perciò si avrà pure per la citata formola (a‘’”) del numero 247 


OE { ( il MO. Cia ) = 
= S7.( {7 Asian +02x ) +C,= 


"x (cx x 
= {l [ fa)dyaz+ Î Cdx4-C,, 
xo] xo d xo 


donde per la seconda (i) si dedurrà 


de? x 
- =SS{(2)de®= f ETNEA (i). 


Di nuovo, potendosi la (:’”) disporsi come qui segue 


m-3 


de-iz : ox 
dra FIST | Nd + Joe, 


sl otterrà 


34P 
d"-3z _ »a > 
i=SISNoMe= ( ( {EDI C+ 0 de )= 
GL xo 


di I (Tito), DEC: = 


x L “E: vr 
= f Î (2—y)fy)dyde + { C(a—x)dr+ | C.dx+C,, 
tod To To To 


e quindi per la prima delle (:) sarà 
dia 


1 Ea C . 
SISI f 2 ETNIA (0-2+C (0-20... (0). 


da" 


In simil guisa si troveranno 


PIE __LSSSA ld :P(y)dy 
dei se fix x =m23S. © [() Ir 


Cc C; 2 
t 123 (ax) 13%) +C(c-x)tC,, 


EC. eC.., 


dz A 1 È i 
i ISS Me agf era 


C A C, E: 
Trias anae trasse) t 


C, _ 
LE CNN Creare Oa atta AT 


e finalmente 


m 1 va 
s=SSS. . .{(2)dx = Tati 33, 1) { ETTI 
- a 0, mea 
Hasan + areglnt+ 


Ca Pi, 
trasse) beta. ] 
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274. Le espressioni 
d'r's=da"-Sf(2)dx, 
d'rs=dg"-SS[()dx", 
dda SSSfada, 
ec. ce... 


s=SSS...f(e)de", 


appellansi integrali indefiniti di primo , secondo, terzo, ec... , mi" ordine 
della funzione differenziale f(x)dx”: per riguardo poi agl’ integrali definiti, 
scompariranno le costanti arbitrarie C, C,, Cazeeer Cn: dalle formole 1"), 
(i), (7), (17), e saranno 


Ù i [Aa (0 


CSS af eanta PA 


ec. EC... 


CIS 


Nei secondi membri di queste formole (i”1) gl’integrali si prendono per ri- 
guardo ad y da y,=%, fino ad y=<x; quindi 


x x, Se | x 
f ic di (y) dy==e"_* f s fi)dy— e gr { p yf()ayt 


iI pon") x x 
+ @CDETI e i BOSIO 
‘ Lo To 


sarà dunque 


m (m_A)(M_2) 


1 2 i 
— ar (uf | Vle) (114) 
i To 1.2 To 


ÈL { "y2"10%) ; 
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ovvero , che è lo stesso, 


I (E ae r2ipon(e” [fe 


FEE x Ù 1) a 
se Ls: ( SR ale) la IR (- nt (11) 


paia A Be) È 


prendendo in (15) tutti gl’integrali rispetto ad x. 
275. Rappresenti Fa x) un particolare valore di z atto a soddisfare la 
equazione (?’) per modo che si abbia 


Pf...) 


Nelle formole (?), (1), (1), (#7) sostituendo in luogo delle espressioni 


d"-t 3 ” d°7?- PE dr-3 3 va 
dae: ma * * dar prammerti da? »° 
le funzioni 


Foa), FX), EE ag 
e dopo tale sostituzione facendo X=%o , risulteranno (247:(ax)) 
C=Pg), CFA), C,=F"(xo), te 2Ca-=F(£),Cn-=F(x0). 


Quindi la ultima delle (17) diventerà 


> meli 


Fa=Fe)t Jp) la 3 PD'Et Ta Pc) + 


m—_i 
(€—-x0) n= 1)f xo 1 


_—_—t——_—-FÈ I ì E \w=1 Fini 1 
1.2.3...m-1) ì Tra nl (0-9) dI 


e presa x,=0, (11) 


ha)=F(0)+ 7 PO+ "(0)+ a P'O+.. + 


+..+ 


") oifai 1 tate 
Tee ——— FP-0 — er ar —y 1 Fn) lu. 
Li 123...(e1)} ( sii E Y) (y)dy 
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Nella seconda di queste formole (i*7) pongasi F(x-+h) invece di F(x), e nella 
risultante equazione si muti x in h, edh in x; avremo 


3 


h W h 
F(s+M)=F)HF@)+ lt Pt. + 
Fai 1 h, \m-: F(x.4-v)dy si 

trai Mg Petyty. 


ES hr: 
1.2.3...(m-1) 


Non di altro fa d’uopo perchè s’intenda essere (81: (r7?1). (r72)) 


1 h n° 
—— i h—y)":F"(e+y)dy= ——— Fot 
nei). ‘ y) (+y)dy 1.2.3....m E#d 


m 


prata ('@mgrrmu= sia Fee). 
1.2.3...(m-1)] o 1.2.3... 


CAPO VII 
DELLA INFEGRAZIONE PER SERIE. 


276. Abbiamo sopra (248) accennato come per passaggio in qual mo- 


do possa svolgersi in serie un integrale definito della forma (n f(a)dx a fi- 
Lo 


ne di poterne ottenere il valore per approssimazione allorchè ci riesce impos- 
sibile di esprimerlo sotto forma finita. Ora però ci fermeremo di proposito 
nel trattare un tale argomento insegnando più particolarmente in qual mo- 
do bisogna adoperarsi per isvolgere in serie un qualunque integrale indefinito 
della forma SJ/{x)dx, poichè dagl’integrali indefiniti facilmente si passa (241) 
ai definili, 

Nell’ integrale Sf(x)dx suppongasi la funzione f(x) svolta nella serie 


A'FA:LT"PA EPAASRTIE 013 
sarà (235. 236) 


À Vrusli Aa: Azar A grin: 
Sfia)da= — ans pr cn. 
e mt minti  m{2nt1 Li mt3Int1 


E qui si noti che ove nello sviluppo di /{x) s' incontri un termine della for- 
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ma dxl'== z a questo nell’ integrale corrisponderà il termine Al'(2). 
x 
P I f( , vremo 
Da = —— ;a 
ongasi f(x) TERNO, 


RETTE, SE. d 0° wi 
[(®)=(a ta) Cig E 
donde 


| DI dx e a xi 24 
S{(x)da= (Tei h+ Ze 4a FP... fl. 


da 
E | C. Ad 
Ma (È (ata) + unque 


r x a? EA 24 i 
(a+2)= a 99 + 50 a PF. META 


Per determinare la costante si supponga 2=0, risulterà l’(a)==C. Quindi 
va da tra x osi x al 
—_=[late) el (1+-) 4 E _ E ue 
A+ SEO ( ;) a dat 3a da teo 


risultato conforme agli altri già trovati nel trattato delle serie (29.30), e nelle 
applicazioni del calcolo differenziale (104). 


. . . a DI 
Si abbia in secondo luogo eeTà sarà 


[@=UR+= 


” adx FER) VA, 2? 
l(x\dax= ————— = —__— ——. cl, 
S{(x}dx J alta? a 3a} + 5a Ta? + 


adx 
ta 


Ora noi abbiamo (237) (è 


3 ==are (cang= =) +C. Adunque 


x x 23 25 x? _ c 
arc (ang = a) Pg pet De Ta to 0. 


Vol. HI, 44 
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Supponendo x=0, risulter 


© x adx i x x 2 4 x' a 5 
= =are anaz- \ TT tag ate 
alta? I a a 3a Sa 7a 


a 0—04-0, ossia la costante é=0, e perciò 


ada 


ata” 


Operando in somigliante guisa supra =2"(a'tx"'dx, si troverà 


gi T PRUNAI mizar 


ada x 
| aper (mt1)a  (minti)o” * (+2n4 a! si 
2T7. Abbiamo in sul bel principio di questo capo fatto intendere che 
lo scopo cui mirano gli analisti pello svolgere in serie integrale S{ix)dx è 
er avere così un mezzo da poterne calcolare il valore per approssimazione 
allorchè riesce impossibile il poterlo esprimere sotto forma finita. Per la qual 
cosa sarà ben falto il procurarsi parecchie serie esprimenti tutte il medesimo 
iptegrale a fine di scegliere in un caso particolare quella che vien resa con- 
vergente dal valore che nello stesso caso si propone di dare alla variabile x. 
Si noti pertanto che le serie le quali procedono secondo le potenze posi- 
tive di x i cui esponenti vanno sempre crescendo, altrimenti dette serte ascen- 
denti, generalmente parlando, non sono convergenti che nel caso in cui la va- 
riabile x è molto piccola. Al contrario le serie discendenti, quelle cioè che pro- 
cedono secondo le potenze negative di x, sono, anche generalmente parlando, 
tanto più convergenti , quanto più grande è il valore della variabile. 
Per giugnere ad una serie di questa specie nell’ ultimo degli esempii qui 
sopra esposti , bisognerebbe invertire l'ordine dei termini del binomio a"+x", 


ovvero mettere x in luogo di a ed a in luogo di « nello sviluppo di = 
a a 


=(a"+x"); si avrebbe così 


1 1 ul a n ai” 
; ZIO — — — Tu... 
ta” al a? ? 28° i 
e quindi 
ade de a"dx adi "dx 
a La =“ primi vi gno ge PA gg SESSI 
P 1) ada 1 a” a + sé 
3 can: + n “he E SARTRE DO . 
dalia” (nem 1)" (2-1 ja! (In-in-1)t Dina 


Se m+4 è un multiplo di n, se cioè si ha mt+f=in, dove # esprime un Du- 
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mero intero, lo sviluppo del differenziale conterrà un termine della seguente 


al-'de . 
forma —_, del quale l’ integrale si sa essere a‘—'’°//(x). 
x 


Ponendo nel risultato superiorem=—0, n=2, a=I, risulterà 


* dx Li 4 i 
ia ‘35 5a 


Ma quantunque la espressione Ta sia il differenziale dell’ arco la cui tan- 
CA 


gente=x, non bisogna però concludere che la precedente serie sia lo sviluppo 
di questo arco , poiché essa dà un risultato infinito allorchè x—0. Peraltro la 
determinazione della costante toglierà questa difficoltà; infatti alla tangente 
infinita corrisponsendo l'arco di 90°, se nella equazione 


1 1 1 
arctang=zr=— -4—-—— +...+C 
i R i sai ; 
melliamo x=00 , otterremo 370 e quindi sostituendo questo valore della 


costante, sarà 


1 1 


rv i 
arc(tang=2)= 3 >. + raga e +..., 


la qual serie è convergente (22) allorchè #>1. Dal detto poi s'intende essere 


eda, PIE _ 1 1 1 
( ipa 2 —are i Mrs —..., 


efatloxg=1, 


"2 dx i 1 1 1 
Il paste 7ts0 


P 
278. La formola Sa"-"dx(a4-bx"} può agevolmente integrarsi mediante 


È 
le sviluppo in serie della funzione (a4-bx")". Infatti per la formola Newtonia- 
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na avendosi 


(bb) (14 Y= a(14 a 


+ PP_—D(p_-29)b 24...) 
2.3g°a? 
sarà 


2 ° i TE m+ 1a ) 2 posan 
So'dx(a4+ be") = al — Pra È per a 
qgamt-n 290° m4+2n 


DP_DP_29) DO gem3o 
+ 2.3q°a° mpint 1) 


Volendosi però una serie discendente per rispetto ad x, bisognerebbe dare al 
mobi È 
differenziale proposto la formax ? dx(b+ax"), perchè così sviluppando in 
L P np 


mi 


serie (b-+ax" FR (14 799, e poscia moltiplicando il risultato pera ? de: 
ed integrando otterremo 


"p. l'al 


_ qu” pa qa < 
midrad4-br°);= di età: 
da re v= (4 dan dI qh mq 4+-n(p-a) 


CI 


n(p_29) 


pp-pa” ge 
E 276° ast) ne 


Se i valori dia e d sono tutti e due positivi, ovvero ancora se g e dispari , 
l'una o l’ altra di queste serie potrà dare il valore prossimo dell’ integrale; 
ma allorchè g è pari dovrà avvertirsi che la prima serie a cagione del fattore 
Pp 

a? diventerà immaginaria se a è negativo, e che lo diventerà la seconda se d è 


P 
negativo a cagione del fattore di. 


279. Sia ora , la quale formola esprime il diflerenziale dell’ ar- 


dx 
VI= 
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co il cui seno è=x, e svolgasi in serie la funzione vis? si avrà 
per 


x 


1 SE 1 1.3 1.3.5 1.3.5.7 
= (1-8?) 4304 i ig a. 
ea 9) Statte tana tt 
e perciò 
dx 1x5 1.39x5 13.527 1.3.5.700 
Sqe=st33 sas tassa 24089 tO 


Ma 2 =arcisen=x)+-C. Quindi sarà 
Vi—s* 


1x5 1.345 13.507 1.35.74 
arc(sen=x)=*+ 7 +3 75tas6 i tz4og gtte: 


Facendo x-=0, verrà 0=0+C, cioè C=0, e per conseguenza come nel nu- 
mero 248 


x dx 1a 1.325 1.33.52 1.35.70 
F via en=rrnto tags ‘aa T'azc89 


280. Dalle cose dette finora si ottengono senza veruna difficoltà alcuni 
altri risultamenti , la conoscenza dei quali non è affatto a trascurarsi. 


d 
1.° Proposta la funzione diferenziale 7 — =, facciasi 
dx 2du 


; ma per la serie precedente 


Va=u; si avrà 


Vins si Viu 


2d ? .3 ui 13.5 
= (043547 siente) +C: 


vi=u 
adunque 
da 
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9.° Nel differenziale deviare =2a)'a' da (È) , sì svolga in 


Y 


x 


bh 2 6 . 
serie il fattore (5) ; sì otterrà 
2a 


i E 3 p_1E_H 1188 1.135 at 
( -s) C'T22a 2.440 24.680 2.4.6.8 1604 
e quindi 
l a - 3 
2: 12x° 11 260 11,3 2x° 
dei i (3° 2524 24 7.ha 24.6 car) È 


ovvero ancora 


5—TI-2VZ5 1 1 11 © 1.1.3 25 +e 
i ra evZa(3-3 33% Tha 2.4.6 9.805" i 
1 


dx. è ) 7 
3.° Nel differenziale — riducendo in serie la espressione — 
Vi+x VIF+a* 


x 
=(1-4x?) :, integrando ciascun termine di questa serie moltiplicato per dx, 
si troverà 


de _ Axl 1.3x5 1.3.5 & 1.3.5.7 x0 +6 
Viper +335 7 2467 "24.6.8989 


=(x°—1) ? nella medesima 


1 
VETI 


guisa che le altre, si otterrebbe la seguente serie 


4.° Sviluppando in serie la funzione 


dx e 1 1.3 1.3.5 P 
Jvazi ©’ DIN Ade 2466 3 


Ja quale sarà tanto più convergente quanto più grande è la variabile x. Ma 
essa contiene la trascendeote l'(x) : volendosi pertanto esprimere il proposto 
integrale con una serie del tutto algebrica , e tanto più convergente quanto 


meno x differisce dalla unità, pongasi x=1-+u; avremo 


dx » du dc uN? 
nia T=< === ?d 1 Gr . 
Saras zzaf #0 ( +) 


uN: . 
Sviluppando in serie (145) s moltiplicando ciascun termine di questo svi- 


luppo per w: du, ed integrando si troverà 


3 bi 
du if, 426, 1,320 1.3.5 de )4e 
3 vZube  va\ 0 23.2! 2454 246 780° °° si 


— iu 1.3u° 1.3.5u? 
= Ve ( 1-3 +agaa  diigt ) +0. 
va (1 2332454 246.181 )t 


mai 


Laonde , restituendo ad « il suo valore a—1 , sarà 


| da PRE 1(a-1) 1.3(e—-1) 1.3.5(e—1) 
AA DI lei, Su 
} Veni VE n( 2.3.2" 24.54 — 24.6.7.8 ) DIC 


Ora questa serie tanto più è convergente quanto più piccola è la differen- 
1a x-—1, ossia quanto meno « differisce dalla unità. Adunque ec. 


tz] ’ 
281. Si abbia il differenziale =. per ottenere |’ integrale di questo 
x 


| differenziale mediante una serie ordinata secondo le potenze intere della va- 
riabile x, osserveremo essere (104) 


k__{ k ka” ka? ps 
CAO 3 +tastazateo 


per cui risulterà 


a? a ks! 


celda ka 
| MF tag taggato. 


2 
L: sil guisa, volendosi si iluppare in serie l'integrale Se dx, basterà 
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osservare che 
i a xe Hat 
e =ir+ — — +bPT9_-__.., 
t3 23T334 3 
dalla quale si avrà immediatamente 


2 x. a x? x? 
det en de n E 
e dz ta ato + 


deVi—e@z5 


282. Propongasi ancora il differenziale — : sviluppando in serie 


“ViTa: 
il radicale Vi—e*a*, si troverà 
VISER=I—; EL se LA e6x°—...; 
per la qual cosa sarà 
(evine_ a? * da do i Sc: 14, vide 
I ViTa vizs 2 Via 2.1 o Viza? 


1.1.3, 24 
30 e en 
e sostituendo in luogo degl’ integrali 


Pda ° e°dx aAda > x°da 
faeff= Sed 


i loro valori trovati nel numero 261, si avrà 


devi=#x° Lao 
gg Ta ov = 34+ 


1.1 1,,1.3 sla 9 
+57 7434?) H _ Zia 


ii D 1.3.5 1.3.5, 
oil È 
+arG +7 LICHIC s) vir — I4.6 414.40, 
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dove A come nel numero citato, esprime Parco il eni seno è x, In somigliante 
guisa si opererebbe sul differenziale 


da da i 


s 1 i Gai 
svolgendo cioè in serie la quantiù ——-= (a+). Finalmente per ciò 
apr 


che si spetta al differenziale 


da da 1 


che s' incontra in una importante quistione di Meccanica, lo sviluppo di 
1 DO. E\ O. 
=(b—-a) = hi Lar , cioè 


Vin 
ei 1x0 13x° 1.3.5 
h (14374 +.) 


.4 b 2.4.6 6° 
; a | ada 
farebbe dipendere la sua integrazione da quella del differenziale —"1— 
Zara 


già eseguita sopra (263). 
CAPO IX. 
DELLA RETTIFICAZIONE DELLE CURVE PIANE. 


283. Dinotando s un arco di una curva piana contato nella stessa curva 
da un certo punto fisso (o, Yo) , € terminato al punto (x, y), abbiamo (130) 


; da 
Quindi sarà 


= IV) (a V( 145 41). 


dy° 
da 


Vol. II: 


45 


d54 


Inoltre , ponendo = l'angolo che la tangente al punto (x, y) fa con l’ asse 
delle ascisse, si otterrà (121) 


V(* + i) =\V1+tang'6==s000, 
d br. 
NI € RE 1) =VT+ cor 6==cosecì; 


per la qual cosa, si avrà pure 


sig y 
su | secoda = cosecody...(I!). 
PNE d Io 
di p 
284. Nella parabola y7=2px, —, ge conseguentemente 
xv 


= {UN (1 +£) = (de NI (°° (09). 


2 
Facendo lp donde x= 


, de=—p = > risulterà 


zi ) 


Sa 5°ds 
da (È ea 
AJ (21) 


a A 
2(2°-1) 


e siccome (2583) 


vede dp 1 1 1 1 = 
f Cas VURNA (a iter =") se 


1 RT n 
=:(- ei #6 n)+ct= 


cai 2z P 1 © 
3 A\£ 1 alari 


perciò restituendo a 3 il suo valore, sarà 
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V2r+p 1 
=" PE\ _u V2x = 
(anf(SL )= AEVIO c4E) (x }+c— 
pa D 7 Ze+p V2e ’ 
=N(& 24 = cola (E ao 
e quindi 
( 2x4p ì p o Ve Ea ia 
NGN. 


GRUNI PI UPTAE Zio 4A 2a, 7 
NV (it) +3" ) 


VE -+p+ V2r 


e computando s dal vertice della parabola, dove x=0, si avrà 


DI L pra pp—oV2a 
SENI) 


tb 
285. Nella ellisse y= — (0° —r°} 


dyf Va” LE as—'a e i 
de Ta — E ay (i ta dle Car) }' 


be 
nella iperbola y°= -. (a°'—a?) 
a 


dy bia? 


Woo NV dy? =vy( Ea as 
de ay aida de) i a re era 


è ponendo nella ellisse (217'*) 


a-—b'—a7c ( 
nella iperbola (233, I) 


4640, \ 
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sarà nell'una e nell'altra curva 


dyN _ e c0x° 
VESEN) 


e conseguentemente nell’una e nell'altra curva si avrà pure 


va al— cx” 
s= | CAVI (TE Ste 


è chiaro poi che, chiamando & l' intero perimetro della ellisse, si otterrà 


Ro aa 
a=A davf SA a 
fo) UX 


Nella formola (2) 2 è < ovvero >d, secondo che questa stessa (2”” ) si rife- 
risce alla ellisse ovvero alla iperbola ; per la qual cosa, nel primo caso po- 


trà prendersi x=acosv donde de=— asenvdv , e nel secondo si potrà mette- 
a asenedo  . . RE: i MR. 
res= -—— donde de= ——— : cioè l’arco ellittico si esprimera eziandio per 
cosv COS Vv 


° Li ot Re 
dv/i=c'c0s'0, 


sz 
Vo 


e Viperbolico per {{r111) 


{ e cedo. , \ csv 
ATTU Comuerrenità @ | —- = ° 
N gonna N c° 


Inoltre per la fatta supposizione di x=acoso ai valori x«=0, a=4, corrispon- 


Ure 
deranno nella (!") v= 3° e=0; lacide verrà tutto intero il perimetro deila 
ellisse espresso eziandio per 
+0 


az=—4a devT=ecos'v.. (113). 
ud 


4 


Facciasi ancora nella (!") prima a=acosv , € por a ——, affinchè si abbiani 
cos 


VR "e sent 
SEZ Î secbsenvde, s=@ seed — 7 dv: 
Tea de cosìv 


o 


357 
paragonando rispettivamente queste equazioni con le (4) avremo per riguar- 
do alla ellisse 


sec'Osen’v=1—c°c0s'v , 


e quindi 


, sen”0 lei e*sen?0 Ae? 
cos ve —_————__, ,Il--ccosv=1 —__— —_———, 
1—-c*cus' 0° 1—--c°cos0 = 1-—-c*così0 Î 


>(12) 


sno DI se ; 
ubi («= Vida °cos?8 { le FRS] ) 


(*) Ecco il calcolo che bisogna istituire per ottenere questa ultima equazione : 
sen?6 senò 
nf (e 
sig: 1? cos” 
i CE EINE SERIE 
sen? senò seno 
\/( 1-22) 2V V ER 
1--c*cos*6 i .0s"6 ic c0s'4 


Ora noi abbiamo 


dit 


sen? N1—--c?cos*0)sendeostdì—2®costsen38d8 
dn = 
1-c*c0s?8 (1—c?cos*6)* 


Isendcostd8—2e*cost0senidi— 2Ecosdsen?eda 


di (1--c*cos*6)° 


2sendcostdé—2c*c0sosendd0(cos”8 +sen*6) _ 2senbcossddi—c) 
(1—-c*cos*8)? (1—-c°cos”6)* 


Dippiù 


NE sen*8 V 15050 sen0A-mc®c0sisen?6) 
1--c°cos” RT), ( i-c°cos Ea) af (1—c*cos*9)? — sai) = 


__ Beny i—e? costt—(1—cos 159 


1--c*c0s°8 


Zsenbcosty [a 


guzzi prgn ioiiizon; 


1--c°c0s°0 
Sostituendo adunque troveremo 
/ 2sendcosod8 Ac) 1-0? c0s*0 deVvi—a 
CIV n TP, — 


(1—-c°cos?0)* Qsendeoss Via — — 100588" 
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per riguardo poi alla iperbola sarà 


sec'Osenta=e* 0050, 


donde 


. 1—ec0s8ì e i c083% sendy/e—1 
cossa ——, —A/ sd pr 
sen?0 cosìv ce’ 1—ccos°0 î 
(1) 
V 


Nt). fida diVe-1 \ 


vare | cos=Af ice —_—_— 
( VI sen send /I=c5cos"6 


Eseguendo rispettivamente le sostituzioni delle (2%), (7) nelle (#14), trovere- 
mo per l’uno e per l’aitro arco , per ellittico cioé e per liperbolico 


"6 do 


y(18), 


dé 


CE E, 
(1— c°cos°0) 


giacchè per la prima delle (fs) chiaro apparisce che ai valori = ri v=0 cor 


Tr 
5° 

GI integrali (12), (er), (n), (13), (1x1), (1x1) non possono ottenersi 
sotto forma finita : resta dunque che 1 loro valori si trovino approssimaliva- 
mente per serie; la qual cosa noi eseguiremo soltanto nelle (l24) , (21). Ab- 
biamo 


rispondono nella (2?) 0=0 , 6= 


ri Csi de 1.3c° 3 1.3.5" 
Vi—-c*cos'v= 5 COSV 34 costv— DIG — 31.68 


€ \ cos'v c 1 {coso 1.3così0 1.3.5c05°v 
SN( af; cose 2 2.40 — 2.4.60° 34.6.80 


le quali serie sono convergenti se, come supponiamo nelle (4), c<41 nell 


prima, e c>1 nella seconda : sarà dunque l’arco ellittico 


2 


S@(v0-0)+T ( 


«/ 


y 


s 2 


e l iperbolico (236) 


i 1ac* 0 1.3acc e 
DI 4 G 
cos'vdv + | cos'vdi-p—_ ( cos'vdv4..., 
; Tal 24.63, 
Ta zi 


a . fa Pc 1.354 (e 
Fai gut) tg — cos'vdv- ——_ cos'ode+... 
de 40 do, USA 


» 


"4 


; fa 
cos'vdo, | cossedv,...sì ottengono (267) dal- 


o o I fa 


P 
Gl'integrali | cos'vdv, 


ni 


la formola seguente 


Ma sent 2n-1 ; (2n-1}2n-3)...5.3 \ 
i cos'vde=— { cos? tato”: cose }—} 
de 2 2n-2 


n n- (2n-2)2n-4)...4.2 


i 


05 
2n 


E — COSO, 
n- (2n-B2n-4)...4,8 


TA re (corna ea (20-1/(2n-3)...5.3 ) it 


2n-1}(2n-3)...5.3.1 
+4 va ) (r—_-ro); | 
2n(2n-2)(2n-4).,.4.2 


dalla quale avendosi immediatamente 


MO) Zn-1)(2n-3)...5.3.1 = 
cos''vdie=— ( LC S ) on), 
sa 2u(4n-2)(2u-4)...4,2 2 


2 


usulterà il perimetro della ellisse 


(7) CARLITO . È fel 2 1 É 1.86: DI 1 133 ni 
Sesia | duVi-ccos'r=lar (3) — 3 UNI 7 — 5 x% a 


_i 1.9.5.70 Jo (Ivan), 
7\ 2.4.6.8 a 


1 . x . * 
l’ongasi mente a quanto qui ora soggiupgo : dalle formole (/1) appartenenti 
all'arco ellittico ne deduciamo 


360 
agili cosveos8)=—c(senteostdr + senbcosrd0)= 


c°(1-e)cos0d0 _ e°(A —cos°0)dd _ 


—_ ——————————__———€ 


I 


(1° cos”)? (1 —c°cos°0)? 
z 
21 coGF(1— cos 6d0—(1 210 OTA 1090) I 


(1-—c'cos'0)” 


—c?\cos? —2c0s 0) — 
(A c°)cos°—e*({—e°cos 6){t —cos 9) (10 co 8) 0 = 


È —e' ros dl) 
Le A —c*cos 0): db= 
_?=(1_cos 8? : {co )d6 
—_ 1 IT. (1-cc0s°6):d6= ln (10 c0s0) dd, 


1—c°cos'0)” : SE 
i ) {1—e°cos®07 


e quindi 


(1—0")d0 20080). 
ECO _ad(cosceost }+a(1—?cos°9)-dé, 


A-r0 0) 
donde 
a(1-0°) | SE z are(rosvcosì-cost così) +a | ° ovini 
vi 1—cos:0) Do 


v0 
Ma a| div T=cos"6 esprime un arco ellittico s' ai cui punti estremi cor- 
0, 


rispondono le ascisse e'=acos0, x! ,=-acosì,; adunque si avrà 


sac (cosvcosì—cosvocost,)+s", 


e conseguentemente 
LU t 
da Lo T 
Pa 2 f * lo) o 
ssa? {cosveost—cosvscosì,)}=ac 2.0) = 
i a da a a 
(1022) 
f Ò f 
3LE —KoT 0, 


= 


a 
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prendendo cioè due archi nella ellisse in guisa che le ascisse x eda, ax'eda', 
corrispondenti ai loro punti estremi soddisfacciano alle equazioni 


uta(1°H-2! +e! = 
(xx ) 
data 4, 


le quali agevolmente si deducono dalia prima o dalla seconda delle formole 


(!*) sostituendo in queste a cos?v , sen?6, cos’0 i rispettivi valori —,1T— 
n 


x! 


2 


12 
—, potrà la differenza di quegl’archi esibirsi analiticamente sotto forma fi- 
a 


nita. 
286. Nella logaritmica abbiamo (125) 


dy bal! ba"l'(a) 


tang9= 
vg da e Ea 
Si c| l'(tang6) 4-l(e)—/!(b) AI" 1) | Lu celti 
gir l'(a)se 214 O 1188) i 


Per la qual cosa, sarà (283 : (2) 


di SIE | cdé di 
SI a f 6, così” l'(a)senbe la)senbcosì — lia) si 6 senbeos Cai 


0 sen'0 + cos°6 e tango 1 
(A Ja 


ni DL , senbcos"6 _ Ta così senò 


ossia (236) 


ss mal sec8 +1'(tang Sa —l'(tang 2) Je(109), 


287. Nella cicloide (124) 


€ perciò 


i 2a 
s= dy V TE Jas), 
Io 2u—y 


Vol. HI. i6 
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Polia dead 
ongasi ——— =2°, donde 
2a—-y 


risulterà 


e sostituendo a z il suo valore 


(dn) (F DE tar f (5) +e. 
Adunque si avrà 
2a— e 
seda V( 5 > _ 4a NESS) $ ..([t31), 
a a 


Prendendo y;=0, computando cioè l’arco dalla origine della cicloide, otter- 
remo 


seba—2/2u(2a—y) ; 


e supponendo y=2a, (tax) 


s=4a. 


Che se la origine delle coordinate sia supposta nel vertice della cicloide, sarà 


i+ dy° 1 2a—a __ 2a 
e a i 
e ta 
=2a) a È arma) e" av), 
x, n 
fatta Pascissa a=0. 
a A (irrr 
s=2V2x ; >( ) 


e posta auia, \ 


sha. 
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Quindi si raccoglie che l arco della cicloide computato dal vertice della curva è 
doppio della corrispondente corda nel cerchio generatore ; e che la semicicloide 
é doppia, e la intera cicloide quadrupla del diametro dello stesso cerchio gene- 
ratore, il tutto come nel calcolo differenziale (149: 4,9). 

288. Il differenziale di un arco riferito alle coordinate polari 2, & 
è (127. 131) 

ds=Vde +3, 


Ora perchè di questa formola si dichiari l’uso, prenderemo a rettificare un 
arco della spirale logaritmica definita dalla equazione (152) 


w 
ci ge 
£=e, ovvero dalla — =/{z}). 
a 


. adz __ dea 
Abbiamo do= —, vVigpra: =dz2V1+a*, e quindi si avrà 


- 


SEVTHA | diSta—a VIET. (10). 


CAPO x. 


DELLA QUADRATURA DELLE CURVE PIANE. 


289. Il differenziale di un area X terminata dalle ordinate Yo ed y, dal- 
l'intervallo x—x, contato nell’asse delle ascisse da xo fino ad x, e dal corri- 
spondente arco, è (132) 

dS=ydx; 
donde si ricaverà 


Quindi facendo restare lo stesso asse delle ascisse e la medesima ori- 
gine di esse, se oltre la curva che ha le y per ordinate, ne concepiamo 
una seconda che ha le ordinate espresse per v, sarà l’area X, terminata 
dalle differenze. y—v, yo—vo delle ordinate, e dai rispettivi archi delle curve, 
Tappresentata dalla differenza 


"x "a 
| yda — vda; 
«° Uo 


«/ Ta 
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per la qual cosa , si avrà (242) 


LI "a L 
2, = | (y_v)da= | tdx, 
«Va xo 


ponendo per compendio y-—v=t1. Se ora si concepiscano due altre curve, 
luna delle quali abbia le ordinate y' e l'altra le ordinate v’, facen- 
do y!—v'=t", sarà la corrispondente area 


si Rai 
= i Uda. 
Lo 


Li x » . . 
Adunque , se le aree 2,, X, sono tali che da zo ad x, si abbia costante- 
mente 


O A 


dove A, B indicano quantità costanti, per essere in tal caso 


{ x, !d. A f T,, d. 
lax=T; tdx 
di Bla 


si otterrà pure da £, ad «, 


i 
Di 
e DB 


Supponendo pertanto che la 2, sia la proiezione ortogonale dell’ area XS. so- 


pra un piano indefinito P, il quale faccia con la medesima X, l'angolo (PX.}. 


sarà cosfantemente 
cos(P%, MO: P di 
LTT) L e perciò x,=Z.cos(P.). 


290. Passiamo ora alle applicazioni della formola (x). Nella parabo- 
la y°=2px 


; (0: 2 e 2 3 k 
3=(2p) :(” % a (2p):[2 2 xs | =3l x(2px) —x0 (2px0} PF 


2 
= 3 (CY—Motlo) . \ (a) 


e computando ® dal vertice della curva 
(9 


sÈ 
3=7 TY. 


291. Nella ellisse yi (a'—x°) pongasi 


VV a—x°=5x; 
2 


si avrà = 27 se perciò (238.236) 


i o) 
SdaVa=x=S zxda=z dz 5 Sa ds= 


= 3 Vaia" + 5 arc(cot=z) +C= 


3 


Quindi si ricaverà 


® —. ab 
Set dayai-x= — i_g*++ — are cot= 
ia LA Lora 2a Aa 2 sa 


= Lar a+ > 3 are( co EC Vacca +e 


2° 
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Prendendo x,=0, x=a si otterrà la quarta parte dell’area ellittica espressa 


per 
mab 


4 bi 
e conseguentemente l’ area intera per 


rab. 


z 


292. Nella iperbola yv=T (£°—a?) supponendo 


Vena 3%, 
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a 
i 3 a 
risulterà a°—— - i e per conseguenza sarà 


à PES , 1, 
Sda\x'—a = sndo=3 x°3— 3 Sx da= 


1 pers a? i( di ds ) 
È Xi DI _ _— mm = 
gra \ Xs—-1) 2241) 


1 na #4 
=33VPR+ —['e-1N_6+1]+0= 


e 


aa ; xa c. 
2 Liu (SIZ); 


Laonde si avrà 


bcex bo ,___ ab eV ata da” 
>— n CR E Lme(13 tara ! x in 
sa a da Va a + 8 I = ct Vena Zo 


a!!!) 
bas. ab Va inca? a 
ngi gl —_——= |]. 
2a Va (È ot Vaia 


vengano computate d 


da —a? 


cl 


Ponendo x,=0, b=a, supponendo cioè che le aree 
vertice e che la iperbola sia equilatera , otterremo 


1. (VET 
Salad ll ==] 
Dei Va a + 8 (GES) (a ) 
Che se la iperbola equilatera si riferisca agli asintoti , la sua equazione sa 
(244°) 

a da 


y= 5 donde Syda=" —= La) +6; 
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e quindi 


a? a? x 2 
SU Lf v er. LI LS sh Vv). 
92 [2 (€) (20)] TR (È) (a ) 


Per siffatta formola si fa chiaro quanto da noi fu asserito in sul princi- 
pio di questo tomo (4) intorno alla denominazione che si dà ai logaritmi Ne- 
periani, di logaritmi cioè iperbolici ; infatti nella iperbola equilatera gli 
| asintoti essendo (243**) perpendicolari l uno all’ altro, se per xo si prenda l’a- 
scissa CB (fig. 19.°) corrispondente al vertice A, e si supponga dippiù que- 
| sta stessa ascissa CB=1, si avrà (CAY°=a°=2, e l’arsa per esempio BAMP 
| verrà per conseguenza espressa semplicemente dal logari mo Neperiano 
A 


293. Per ciò che riguarda la logaritmica y=ba", abbiamo (236) 


e E be z wi 
xf a de=7— (lc — i); 
NES l'{a) 


i ficendo e=0, a =—0 , sarà (0) 
COLA 
Ta) 


294. Nella cicloide (154**) 


yzzas-basenz, =a(1—cosz) 


dalla seconda delle quali si ha 


dxzza sen 5 dz. 


Adunque (238. 267) 


Syde=a° Szsenzdz+ a? Ssen2zdz= 


dt; 
=a°(senz—2c082) — 3 a°(senzcoss—2)4-C= 


1 i 
a? (senz. g e s00%8— 7 sen2z)4-C; 


quindi 
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3a? | asenz ds +a? [ sen?zdz= 
A E 


v 


5 
Di) 


(arm) 


1 1 x 
—a°[senz— senzot+ 5 (3-20) +-200085,—-30082-- 7 (sen2z, —sen2z)}. 
Prendendo =,=0,5=%, si otterrà la metà dell’area della cicloide espressa per 
1 3, 
a E dr i n, 


dar: 


e l’area intera per 


cioè l’area della cicloide è tripla dell’area del cerchio generatore. 
295. Se la curva si riferisce alle coordinate polari 3, @, si ha (133) 


z°de 
de=— 


pai 


per il differenziale del settore s terminato da un arco della curva e dai duo 
raggi vettori condotti dal polo alle estremità di questo arco, è corrispondenti 
agli angoli @g, @: quindi sarà 


CAPO XI 


DELLA INTEGRAZIONE DEI DIFFERENZIALI CHE CONTENGONO UN NUMERO 
QUALUNQUE DI VARIABILI. 


296. Proponiamoci ora di trovare una tale funzione « delle variabili in- 
dipendenti x, y, 5, #,.-», con la quale possa soddisfarsi alla equazione 


du=f(x,Y323t,-)dat9(x,y,2,0,. At È 
i 
+L(2,4,5,6, > )dz+ty(2,Y5,b; dt... 
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ovvero, che è lo stesso, alle equazioni 


da du, 

gift +3 cà ' 5, , | 
(1). 

CE a x. | 

ge oa] SNKL,Y7%, ear 


Perchè la determinazione di questa funzione « sia possibile , nel qual ca- 
so il differenziale (1) si dice esatto, dovranno (172.173) aver luogo le equa- 
zioni seguenti 


df(c,y,z,t,.. .) de(£,Y35,t,...) 


dy da . 
UWsy3z:t,...) _ d(0:435,6,.+.) 

dz dr 
df(2,4,z36,...) N digest, 

dt se da ai i 

7) 

di(citn) _ Medio) 

dz ni dy 3 
do(1,Y,3,1,....) dn dy.£,Y,34,...) 

* = n ag 
dL(c,y,5,6,...) _dy(2,4,5,6,...) 

di a ds i 
EC. CC... 


Supposto poi che a tali condizioni venga pienamente soddisfatto, si calcolerà 
agevolmente la funzione u procedendo come qui appresso. Poichè u ha per 
derivata per rapporto ad x la funzione (x,y,2,t,...), si dovrà avere 


"ar 
—_ si PLL 
u= | K (2,Y,5,0,...)detv...(î!"), 


. 


dove v esprime una funzione delle sole variabili y, £, (,...; quindi si deduce 
{249:(ax711)) 
Vol. HI, 47 


370 


du _ (* df(x,4,5,0,.- ea dv pinne ses JU 4 de du 
dy Ja, dy cele dy 


= P(0,Y350 )PLY:56, e 7; 


du , 
Ma pp ritardi sarà dunque 
dY 


dv (a 
gp EE93 0, donde “i MITI IZ TRAI) 


nella quale v: dinota una funzione delle variabili =, {,...Per la qual cosa, si 
avrà 


a n | 
us | [(x,Y35,t;- Li Jt+ f? @(10,Y32,0,..)dytv,. . (UP). 
tn To "o 
Differenziando per rapporto a 2 questa equazione (?”), risulterà 


du _ "aegate ZE 4 (? deo Yz53t,. .)dy 
dz f, ds Yo dz De 


o 


ovvero, avendo riguardo alle condizioni (1), 


du _ = dI(x,4,2,4,...) << LD Y ALr0,Y33,6; ed do, sa 
ds alt; da dy dz 


EEE 0) 
+5. ) 4(10,W035 NES Nt Tea 


(0,Y536, e) A:Y5530 )t ac 


d 
Ma 1. =L'x,Y,2,1,...): sarà dunque 
dz 


dv, n N 
7 YRottosA ...)=0, e quindi = ( L'£0Yo,t,t A+ 811 


“a 


indicando con v, una funzione delle variabili £,... Laonde si otterrà 


x ; | i . | 5 DS 
u= f(14,5,6,)dx + dRfiatpyt | Lante tab li 
T, Ja, di, 
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Di nuovo differenziando questa equazione (:”) per rapporto a t, ricaveremo 


du _ (* df(w,y,2,t,...)dx (Y do(x0,Y35,6,)dy (2 dL0Yor23t,.)dz do 
EV ——-—_ + rt + —_—_—_— += 
di Ja, di ‘o di È dt di 


(e) 


_ f SE SZot St, (* du (toto E:t la do. 


Je, d i. dy dz da T 


XY, NY) 
+X(0,Y3236.. .) —X(X0,t 0,530 ° «JEF 


+x(10,Y0,3,0,- : DT X(LorYorZoots SI 777 


=Y(1,4,54; n +) -X(L01Y0350, 63» "a + x” 


Î ì du : 
Ora noi abbiamo di ==X(2,43,t,...); sarà dunque 


Ni 
...)=0, e quindi è, si XorYorZorlr + A+ 0, 
t 


dove per v; si esprime una funzione di tutte le variabili che vengono dopo £. 
Per siffatta guisa si concluderà 


L °y 
=f [(£,4,3,4,...)dx+ v PVoY,338,-. )dy+ 
LA Yo 
> (11) 
*3 PE 
+ ( L{&,3Y03830,..)dz + | : X0YorZo,t, 3 At+, DI | 


e così appresso. 
Si deduce da quanto qui sopra è detto, che proposto il differenziale 


du=fl®,y,2)de+0(v,7,2)dy +4, 2)dz...(i71), 
e verificate le condizioni 


Maya) _ deo, o) df(2,4:3) _ dYx,Y,2) I) d4{x,4,3) in, 
dy da da © dx da di dy (i 
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sarà 


x "y i lb 
«= ( f(c,y33) dx + | (0 343 AVAYA Î L(0,Y0,2)d2+0...(112). 
x ; s 


* (I DI U 


Parimente dato il differenziale 
du=f(x.yY)dx+9(c,Y)dy..() , 
e verificata la sula condizione 


d[2))__de(&y) 
dy © da 


s.. (182), 


sara 


sa DA 
un | [w,y)de + i ©Xx0,Y)dy+ Cia: (1011). 
x î 


è u 


297. E qui non sarà inutile il fermarci per poco a dimostrare che nella 
ipotesi in cui ci troviamo , che cioè il differenziale (:*) é esatto , |’ integrale 
si ottiene per mezzo della equazione 


u=S[(2,y)de+S 9 (r,4)dy (101), 
ovvero per mezzo dell’ altra 
u=Sf.(x.y)de +S9(x,y)dy. 5 (2341), 


rappresentando con @ (x,) i termini di 9(#,y) che non contengono 2, e con 
f.(x,y) i termipidi /(x,y) che non contengono y. Infatti tutti i termini della 
funzione u, che in origine contenevano x, hanno per mezzo della differen- 
ziazione dato luogo al differenziale parziale /(x,y)dx ; essi adunque si ritro- 
verarno determinando l’ integrale S/(r,y)dx , e per completare u, per avere 
cioè i termini di « che in origine contenevano y , basterà d’ integrare quella 
parte di 9{x,y)dy che non contiene 2, e che si è qui sopra indicata con @,(x,5)dy. 
Il ragionamento medesimo dovrà applicarsi alia formola (ix). 

Per avere poi in tutti i casi @,(x,y), fa d’uopo evidentemente da x,y), 
dS (e,y)dx 

dy 
che è la parte di questa derivata proveniente dai termini Sf(x,y)dx che con 
tengono «; per siffatta guisa resta dimostrata la nota formola 


I) i ala 


che è la derivata della funzione w presa per rapporto ad y, sottrarre 


=SNy)ee+ { (CO y)— dy...(19). 


373 
298. Soggiungo i seguenti esempii : 
1.° Sia 
yda — adi 1 x 
sun ETTI de — a dy: 
x +y x +y ty 
abbiamo 
a au 
x° 4 sa d+y xy? 
dy de (t+y) 


e perchè (237) 


(in (ire) ae (=) 
«e CI nq —dYCc aAng= — 
PE, 2,0 ty° i Y I YyY ? 
Yo xo Ù ] 
© f Ra =are (co= 2) — arc (ce Le) = 
I, Co +Y To Lo 
Vo To 
are ( tang= 2) —arc (tang==2) 3 
4 Yo 


unzare (cng= 2) +C. 
Y 


Se si fosse fatto uso della formola (#11), si sarebbe semplicemente tro- 


vato per |’ integrale cercalo 
x 
=are { tang= — C. 
3 are (tang 4 


In generale tutte le volte che il differenziale (:*) non contiene termini affetti 
0 dalla sola @, 0 dalla sola y , il suo integrale si riduce ad 


sarà perciò 


i Do yda 


Sfic,y)dx, ovvero ad So(x,Ydy. 
2.° Si abbia 


da ud A : di yda xd 18 n dy 
du= -— + Le LIE 
x x 


9) 
x x 2y 
ossia 


% 


x 


î 2 RESrBoRri 1 1 RAEE 
duz= (; + Pn) dx + 2 ST E) du: 
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alla condizione (i) è qui pienamente soddisfatto, poichè 


YtyVe'+y ala e) 
a(LH4T a” 2) nr) su ay 


e "a dy ei da ER xi Va 4y +? 


ciò che dimostra essere il proposto un differenziale esatto. Si ha poi 

, 1 VINTI) E i (E a 
È r== PEC /<- ida=-| +} Va +y?= 
rg)e={(4 PESCE Jen | Tag [ty fever 


y i mfrni 
Meda Ep 
(otra vet 
ed integrando per parti si trova 


VT i Vatg gi | calli 
2x° 21 ava; 


e ponendo ==\/«"+y", donde 


si oltiene 
dx ds da Di) 
LA (ia) 


fa Ei) 


per cui si avrà finalmente 


, ZI PINETA n I INIT | 
ST) tr= | (- ie an Li e 


+ Ly (CE) È 
Z x 


1 
Dippiù essendo qui @,(x,y)= 37 z; , si avrà 


dy 1 
Se(x,y)y= sf na =. 
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L’ integrale adunque del proposto differenziale sarà (197: - 


"i na x IVa'+y? Vaf+y—y 


='(- i_ vz7 ta ge desi 


3,9 Propongasi ad integrare 


POR i 1 
du=2Y +Aa2°x")xdxe+ ( v 


cpr tt ne?) 


+((2+20084 Lu Yer 
avendosi qui pe 


DI - 1 
[(w,4,5)=(2y°+4az x°)2, eewad=(_1 +3y4+2a? Y, 
Vyî +3 


1 
L(,y,2)= (24200 +_ ) CA 
Vy+= 


saranno 
df,x,Y,3) Axy= do(£, Y, 5) 
dy i de 
Af(x,433) = Bag} __T4(1,,5) 
ds “da 
delay) uo days) 
da 0 dy 


APPS 


le condizioni (#7?) sono adunque verificate , e perchè 


(IT 
| x [xy a)da=r"y +awss— xy —axst2?, 
I (Toy zYOA VI + +20°9" UTVy + yo, 


DL L'103Y08 s)da=3" 4 arts 4 Vy +3” —4 o Ar Zo Vr + 50° 9 
J Zo 


l'integrale cercato sarà 


untyt+ar'5+y +2 + Vee 3+0. 
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CAPO NI. 


DELLA INTEGRAZIONE DELLE EQUAZIONI DIFFERENZIALI DI PRIMO ORDINE 
A DUE VARIABILI. 


299. Si dicono equazioni differenziali quelle che stabiliscono delle rela- 
zioni tra una variabile indipendente x delle funzioni y, 2,... , edi differen- 
ziali o derivate di diversi ordini di queste medesime funzioni. L'ordine della 
più alta derivata che si contiene in una dala equazione differenziale determina 
ciò che dagli analisti si appella l’ordine di questa stessa equazione. Adunque 
una equazione differenziale del primo ordine tra la variabile x, e le funzioni 
Y, 2,--+, dovrà contenere insieme con le x, y, 2,... le sole derivate di primo 


dy dz 
ordine di — eee 
da dx 


Ciò posto, integrare una data equazione differenziale, significa trovare la 
funzione che essa determina , ovvero una nuova equazione, la quale non con- 
tenga che la variabile e le funzioni di cui si tratta. 

Per la qual cosa, questa novella equazione chiamasi ?nfegrale della data 
equazione differenziale. Per equazione differenziale di primo ordine a dus 
variabili, s'intende una qualunque equazione che abbia la seguente forma 


dy 0 
Call IEU, 
f 14» Ta 


S d0 pai 
Siffatta equazione risoluta per rapporto alla derivata si , ci darà per queste 


di ; 
stessa derivata uno o più valori della forma = =f(x,y); supponendo quindi 
Ax 


M dui ta 
fa, y)=— dove M, N dinotano due nuove funzioni di x , Y, la equazio- 
dy M a Ne se ; 
ne — =— — moltiplicata per N ci somministrerà 
, dae N 


di . . ‘ 
N 7 =_-M, donde Mdx+ Ndy=0... (e). 
HA 
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300. Se nella equazione (e) ha luogo la condizione 
dM__ dN 
de’ 


il metodo che si adopera per trovarne l'integrale, è quello stesso che fa per 
noi esposto nel capo precedente (296: (ir:). 297: (1122). (17). (i)). Che se 
una tale condizione non sussiste, bisognerà o separare le variabili x, Y, 
traducendo la equazione (e) alla forma 


Xdx+ Ydy=0...(e!), 


nella quale esprime X una funzione della sola x, ed Y una funzione della s0- 
la y , in guisa che si abbia 


ovvero ancora trovare una tale funzione 9 delle variabili x,y per la quale 
moltiplicando la (e) in modo che sia 


oMdx+9Ndy=0...(e!), 
quindi risulti 
dell __doN) 


SI. (0); 
di i SI 


imperocché dal detto finora intorno alla integrazione delle funzioni sì troverà 
cosi o l'integrale della equazione (e'), o l'integrale della equazione (e), e que- 
sti integrali evidentemente apparterranno ancora alla equazione (e). 

301. Senza verana diflicoltà si potrà giugaere alla separazione delle va- 
riabili nei due casi seguenti : 

1.° Se, indicando X, una funzione della sola x, ed Y, una funzione del- 


M j 
la sola y, si hac =X,Y:; imperocché la (e) in tal caso si convertirà nella 
d 
A dx + È =0. 


4‘ 


2.° Se gli esponenti delle variabili x, y riei singoli termini delle funzioni 
#, N formano la medesima somma, nel qual caso le funzioni M, N sono (169) 
omogenee e del medesimo grado; infatti, facendo y=z5, donde dy=xd3+zdr, 
. M Dog sl ga 
Sprea o una funzione della sola 3, e quindi dinotando con Z una tale 
i 
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funzione, si trasformerà la (e) nella seguente 
da 


pa 


d 
(Z+2)de+xdz=0, e per conseguenza —+ 


302. In tutti gli altri casi o in niun modo si potrà giugnere alla sepa- 
razione delle variabili , 0 se ha qualche via che possa condurci ad una tale 
separazione, essa sì manifesterà praticando alcune particolari sostituzioni. 
Quantunque poi niun metodo certo si ha per cui possa conoscersi se le varia- 
bili possono separarsi , € quale sia la sostituzione atta ad ottenere la separa- 
zione ; ciò non ostante non mancano degli artificii analitici per mezzo dei 
quali spesse fiate da per se la sostituzione si presenta opportuna pel fine di 
separare le variabili. 

E sia il primo artificio il seguente : se vi sono quantità che impediscono 
la integrazione, esse si rigettino nei comuni moltiplicatori e divisori ; dipoi 
V integrale delle altre si faccia uguale ad una nuova variabile, e mediante la 
sostituzione si elimini una delle variabili dalla data equazione. In tal guisa 
spesso avverrà che nella nuova equazione le variabili restino separate. Ecco- 
ne degli esempii. 

1.° Si proponga la equazione 

axydytyde  dYyY 


xa © a? 


la quale può scriversi come segue 


E; 


d di dY y 
veduto) II ovvero —— da)= 7 
xy ta a Ty +a a 


a3 
Ponendo xy=az, e perciò d(2y)=adz,a= ra si avrà 


aydz __dY dY adz 


ada a’ y 2°+a? 


equazione con le variabili separate. Se Y=y, sarà 


l'(y)_—are C =) =( 
a 


l’ integrale di questa equazione , e conseguentemente 


l'(y)—arce (ung=2) 3 È) 
a 
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esprimerà |’ integrale della proposta. 
2.° Si dia la equazione differenziale 


*d 
byda— 2 =aydy, 
LV 
la quale si disponga nella seguente guisa 


ada ad 
v{bax—ady)= 2 , ossia yd(ba —ay)= PE 
x 


Facendo bx—ay=az, e conseguentemente 


br 


i, bdx—ady=adz, 


y= 
si olterrà 


a 
bxd:—azdz= dina è 
x 


cl ads 
Prendasi inoltre zdz= — ; risulterà 
s 


bad:—a? ds 45)= (Ea RO] 


SI 


; a v . 
Finalmente pongasi se=v, e conseguentemente a= —; sarà 
s 


bvdz __, dv . bdz adv 
— a —, ossia — — —— 20, 
$ v s v 


nella quale essendo s data per 5, le variabili si trovano separate. 
3.° Si abbia la equazione 
2ydy+xdy4-ydx _ ay 
atx+y i 


nella quale evidentemente il divisore a-1-x+y impedisce la integrazione; essa 
perciò si scriva come segue 


2 —dY 
ata+y Uy'+y) ? 


e sì faccia y+xy=a5, donde 


Ì as—y 
2ydyt+xdyt+yde=ads, a = LIE 


3 
Y 
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si otterrà, mediante la sostituzione di questi valori nella proposta equazione 
adz dz 

=dY, ossia > 


—y° Y+5 
Yty Y 


=dY, ed ydz:—23dY=ydY. 


az 
a+ 


Questa ultima equazione si disponga come qui appresso 


dz dY 1 
Veli Mieli casi =dY, 
5 Y 


dY ds . . 
la quale , fatto 7 si muterà nella 


dz ds sdz— zds 
5i ———_ =s—__==dY, 
s s 


E 
ja 


sdl di =sd ( 
$ s 
pu d 
slv=dY , e quindi do— —=0, 
È 


ossia 


(mai 


“n 


5 . « 
Si prenda ora - =®; risulterà 
s 


equazione con le variabili separate , perchè s è data per y. Se Y==y , sarà 
s=Y,È 


v—l'(y)=C 
esprimerà l’ integrale di questa ultima equazione, e perchev == St ’ 
so 
2 
y +%y 
—_—l'(y)=C 
n (1) 


sarà l’integrale della proposta. 

303. Un altro artificio vien somministrato dalle quantità indeterminate 
da determinarsi nel corso della operazione in modo che, annullandosi al- 
cuni termini della equazione, quei che rimangono ammettano la separazio- 
ne. l seguenti esempii ci serviranno di schiarimento. 

1.° Sia data la equazione differenziale 


dy+Xyde=X da. 
Facciasi y=s2, donde dy=sd:4-2ds, e sostituendo si avrà 


sdz + 2ds + Xssda = Xda. 
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+ . de 
Ora se si supponga sdz+Xszdx=0, e perciò —+Xde=0 , si otterrà = 
z 
espressa per x in modo che , cancellando i due termini , risulti 


zds=X dx, ossia ana 0, 
Z 


nella quale le variabili si trovano separate. Suppongasi X=X, = x, dalla 


a 
2 ue 


n dz x 
equazione —+xdx =0 si dedurrà !'(z gt quindi z=e È, e conse- 


guentemente s = L_. Per la qual cosa 


e 2 


‘ad: 
x 


sarà nella fatta supposizione l’ integrale della proposta equazione. Ora se 
2 


. xq . . 
si fa — rali. donde ade —— dv, si ottiene 


ada dv 1 1 
ag De e 
e 2 e? 


Adunque l’ integrale della equazione 
dy + xyde = xdx , ossia e(y 1) dx + dy=0 


sarà 


—1 
=C, veda a= €. 


VAI E) 
ce 2 


2 2 e 


2.° Sia proposta la equazione 
(Gya—3ye—a—y)de+(a'+2°)dy=0. 


Se, rappresentando con «, due quantità da determinarsi a piacere, e 
come ci tornerà in appresso più comodo , e con 3 una nuova variabile , po- 
niamo y—ax% +3, donde dy=aBx*-'dx + di , otterremo per mezzo della so- 


slituzione di questi valori nella proposta 
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— niritde — Balza"Pdx — Faz°xtde—2'do+wdz+a:dz | 


+ 3a°x°F1dr+ Gazet de + 32°xdx 

— ax de — 3zx°da 

— a'dx 

+ apx da 

+ afalaf'da 
Ora con un poco di attenzione si vedrà che col supporre a=8= 1 , non 
solo si distruggeranno scambievolmente i termini che si rattrovano nella pri- 
ma colonna , ma eziandio quelli che sono posti nella seconda , come pure i 


due della terza. Adunque la sostituzione di y==x+Z e conseguentemente dy= 
dx+dz, ridurrà la proposta alla seguente 


. da dz 
—z5dx + xìdz + dz = 0, ossia den a 0, 


la quale ha le variabili separate. Questa poi agevolmente s’ integrerà : impe- 
rocchè il primo termine è una frazione razionale il cui integrale si troverà 
mediante ciò che fu detto nel numero 253 , ed il secondo termine ha per in- 


A 
2a) 
3.° Abbiasi 


(4a'x° + 4a°bx + 4abay +2ab?y + by *)de—ab'dy= 0. 


tegral 2 
egrale = 


A fine di eliminare y e dy da questa equazione poniamo 


g=axtz+,dy=adx + ds, 
risulterà 
4ax°de +4a°bxdo+2ab'Bdx+-4abazde +2ab"zdr +-6°2-de-ab*dz 
+4abax°drx-4-4abBxda+ b°p°de +2b°axzde +20’ Bzdx Ù 
+brata2de +2ab'ando—ab'ada \ 
+2b°aBeda 


Si determini ora @ per guisa che si annulli fa prima colonna ; supponga” 
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cioè 
2 
ba + 4aba+-40°=0, donde a=— Ti 


sostituendo poi questo valore si distruggeranno scambievolmente i termini 
situati nella seconda colonna, e quelli eziandio che sono posti nella quarta. 
Dippiù se si fa 6=-— a, si distruggeranno scambievolmente i due termini del- 
la quinta colonva , e quei della terza risulteranno =a?4°dx. Adunque la sup- 
posizione di 


2ax 2adx 
y=— "n +3—a, dy=— +0 +dz 


muterà la proposta nella seguente 


, bd 
bar +b2°da—ab'ds=0 ossia de— LE _o 


a° 4-2? 2 


in cui le variabili sono separate. Ora noi abbiamo 


» abdz b E, : 
{= =0are Vv ; 


by+ DE: 


ab 


sarà dunque 


x+barc (= 


l'integrale della proposta equazione. 

304. Adoperando alle volte l’ uno e l’altro artificio si perviene alla se- 
parazione delle variabili, la qual cosa si dimostrerà per via dei seguenti 
esempii. 

1.° Sia 

(ay—a)da—ydy=0; 

prendendo y=ax-+-z, ne nascerà 
—xdx +azdx—axd:—3zdz 
+aaxde—azda =D. 


— a ada 


A fine di fare svanire i termini della prima colonna , pongasi 


a a’ 
&°-—ax+1=0, donde a= 3 +Af( 1); 
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resterà la equazione 


(ama)zdr—ards—zdz=0, 


nella quale per mezzo del primo artificio si possono separare le variabili. 
Dispongasi la equazione come quì appresso 


da dz dz î È rvielial dz 
(aa) "a sai 7 =0 , ossia d ()- > 0, 
e facendo 
gore l r PA 


—— =s, in modo che sia e=sa 362, 
rA4 


otterremo 


ds da se,» le 
0, ossia s a ds «ede=0 


Sodi - 


RCA piene 


a 


con le variabili separate. È mestieri poi che a risulti reale. 
2.° Si abbia ancora 


dy4-Xyde=X,y'"dx, 


la quale si disponga come segue 


y, Xd 1 Xda, 
A 207 2x.de, ovvero ——d — | pda. 
y yT li y y 


1 , i 
Sapponendo gp =, risulterà 


—_ ipeprdo=i ide, ossia d:—(k—1)X sda=—(k—1)Xdr. 


Ora questa è della medesima forma dell’ altra equazione proposta sopra (303: 
1.9). Adunque da essa si potranno separare le variabili col secondo artificio. 


3.° Si dia la equazione 


dy+(ty°—ax)de=0...(1). 


La separazione non ha bisogno di artificio alcuno ove si supponga c=0 ; im- 
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perocchè in tal caso si avrà immediatamente 


dx + 


0, 
by'—a 


A fine poi di poter vedere in qualialtri casi si otliene la separazione delle va- 
riabili, pongo 


y=ax" 4-2, donde dy=apa—dr +70 lx +ards x 
eseguifa la sostituzione di questi valori nella (1), si avrà 


vesde +aBe-de+bx""2°dr-ax de 4-0% Az 
=0. 
+2bar®Yxda4-bar°Fda 


I due primi termini della prima colonna , ed ancora i due della seconda si 
distruggeranno se 


Y_A=B+y,y+2ba=0, B-1=26, 12-+-0x°=0, 
delle quali condizioni la prima e terza danno £=—1, la seconda e quarta 
1 E 
da y=—2. La supposizione adunque dust peri ridurrà Ja (1) alla 
ih ‘ 


seguente 
bada: 


dz n bj ; 
—axrde4 —, =0, ossia h2*dr—ax deta’d2=0...(2), 
7 


la quale se c=—4 si potrà evidentemente scrivere come qui appresso 


dx 


Fpi 0, 


in cui le variabili si trovano separate. 
Dividendo la (2) per —a°=*, essa si disporrà come segue 


so ax’da  bdx a bda 
ara TT — 0, ossia è een dg > —=0. 
Ps E x (c+3)z" x 
Si facci 1 il i 3" 1 -L, 
Sulraccia — =y,, °° a onde qg=a è dat 005 eZ ida, 
> Us 19 ’ c+3 c+3 i 
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dx dA : 
a 3° 3 dx; risulterà 
ipy a da 
AY, n A | Faeiazenee i A Sire 
Ù c+3 i reni 2 ù 
a b ct4 . 
la quale, ponendo PER dali, 3 =a', da =, si muterà nella 
dui +(b'y;'—a'x,)dxe,=0...(3). 
sù SL de i Bi 
Questa poi è dal tutto simile alla (1); quindi facendo y.= cr +, si avrà 
CiD 
pure 
Vada, — d'a, ide, 4a, da,=0...(4), 
nella quale si potranno separare le variabili x,, =, se c'=—4. 


Di nuovo disponendo la (4) nello stesso modo con cui sì è qui sopra di- 
sposta la (2), e prendendo 


f U, Li 
DE Pi d ga D " edi i 
Y,, LX, I bi =da"', o, 


i 43 +3 


tt | 


dalla medesima (4) si dedurrà 


dy,4-(b''y ax )de,=0...(5), 


3 1 Sw 
e da questa mediante la sostituzioney,= 777 + — Ss! ricaveraà una Duo- 
ba, x, 
va equazione fra le variabili x,, 5. ie quali potranno separarsi se e/l—=—4; e 


così appresso. Ciò posto, sembra inutile il fermarci d’avvantaggio perché si 
intenda che nella (1) le variabili 2, y possono separarsi quantunque volte una 
qualunque delle quantità 


I c+4 " c'+4 " c'' +4 
ie d'=—- —- oa 
; +3° c'4+8° c''+3° 
e—-—4; ossia , che è lo stesso, quantunque volte all’ esponente c si attribuisce 


uno qualunque dei seguenti valori 


8_ 12 16 20 
4,307 


une (ie TE) .**7 
3° i vi 9 


387 
i quali tutti sì contengono nella seguente formola generale 


4n 6 
2n-1 0) 


(freni 


dove n dinota un numero qualunque intero e positivo. 
Disponiamo ora la (1) nella guisa seguente 


ax°da 


1 
=0, ossia d-+ —E_d.e bar =0. 


dy 
= +bde— 
Y Y v (+1) 


b . bai 
Si facciano in questa —=8, x, e perciò dr= a e*dt, avremo 
c 


et1 


U |, b 5 
dst — sdi- — 0773 di, 
CH-1 


e quindi d B : =A Sade =i 
ì Idi Done re) res —_ = 
1 VESLTARA eti  c+1 "o ct # 


dst(B£°-Atr)di=0....(T); 


la quale equazione essendo del tutto simile alla (1), ammetterà le medesime 
trasformazioni che questa. Per la qual cosa, le variabili s ,t nella (7), e con- 
seguentemente le 2, y nella (1) potranno eziandio separarsi se 


e 4n An 
2n4-1 


nea , se cloè ent 


e .+.(8). 
ce+1 2nt1 (8) 


305. Si è già dimostrato (301: 2.°) che nelle equazioni differenziali 
omogenee la separazione delle variabili è sempre possibile. Ora si danno al- 
cune equazioni , le quali quantunque non sieno omogenee, possono nondime- 
no trasformarsi in omogenee mediante un’artificiosa mutazione di esponenti. 
Sia data la equazione 
adl'yY4a'r” y° balla ay +...)dr+(bx'y'+ bal yi +0"2"4"+...)dy=0...(1°), 

- . (4 
la quale si supponga non omogenea : ponendo in essa y==", avremo 


(az talora ab) bat 4 pl 4 an d:=0, 
\ \ 


e questa certamente sarà omogenea se 
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mpna=n 4r'a=m'4nl'a=.=kbiapa-1=k'+lata-1=k+il'ata-1=... 


Laonde la data equazione nella ipotesi di 


mem n'—m lom-1 WP-m-1 n 
—_—— = ———v e... = = (2) 


nn! nn! ne 1-1 Ne]! — 


si trasformerà in omogenea prendendo 


Soggiungo i seguenti esempii: 1.° Sia proposta la equazione 


(axy 3 4-ba*)dx—cady=0, 
nella quale si hanno 
n=l,n=3; m'= 3° u'=2;kh=4,i0, 


c conseguentemente 


1 
-—1 
mom 2 1 i-m-1 _ 1_--{+1 


nn° 3237 VA n 


Facendo dunque y==5 =, si trasformerà la data nella seguente equazione 
omogenea 


(anzi + baz )de4- aa? s=0. 


2.° Nella equazione (304 : 3.9) 


dy+ (by ar )dx=0 
abbiamo 
m=0, n=2; m'=c, n'=0; h=0), 0, 
e conseguentemente 


n'tm ce kom_e1 A 


TOSTI h] Di ‘suona: 
nu! 2 n—--1 
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Per la qual cosa , se c=—2 , la equazione si farà omogenea prendendo 


I 


y=zT. 


306. Se tutti i numeratori delle frazioni (2°) risultano =0, e perciò 


maem'=m'=..., kemt1=k=k=,,, ; 


la equazione (1’) si convertirà nella 


de y4by +04... 


eee dy=0. 
x du day" +-a"'y" +... Y 


Se i denominatori delle frazioni (2’) sono tutti =0, e quindi 


neniznli=,,,, i=n_A=i=i!=,,, ; 


la equazione (1’) diventerà 


ar'ka'e"dLa'e"t;,, 


dy 
e E da — =0. 
br 4l'a” 4 4... ci y 


Finalmente se tanto i numeratori che i denominatori delle frazioni (2’) si tro- 
vano=0, la equazione (1') si ridurrà ad 


da di 
(ata'ta”+...) —H(0+04+0"+. YI o. 
307. Spesso avviene che a rendere omogenea una equazione non basti il 
mutare gli esponenti, ma v'ha mestieri di altre sostituzioni. Così la equazione 


(AVa*+ey—ba—by)da—bxdy=0 


non può farsi omogenea per la sola mutazione degli esponenti; ma ovesi pon- 
sa ey—ba=z", donde #dy+yda=2dz, essa si trasformerà nella seguente 
omogenca 


Va +dr—2bzdz=0. 
Si abbia pure la equazione non omogenca 


bdo tendet (40 e +e y)dy=0. 
Facendo 
atbatey=u, a'+b'xtey=v, 
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e conseguentemente 


“e cu—-cv +0’ c—a0' "o bu—-b'utab'—-a'D 
sei bebe DT bebe 
e'du—ede bdu—b'du 
tI (irc eo 


tti 

bebe ? 7 bebe” 

si otterrà la equazione omogenea 
(c'utb'o)dut(bv—cu)do=0. 


Se be — b'e=0 , risulteranno a==% , y=9 ; ma siccome in tal caso la dala 
equazione prende la seguente forma 


t 
ade +(be tey)de+a'dy+ = (ba +cy)dy=0 , 
pi 


perciò posto 


dz—bd. 
be +ey=s, donde dy= LR 
c 


a' be' ac 
atz— —— -,5 )det | - +3 dz=0, 
c € Cc € 


nella quale le variabili immediatamente si separano. 

308. Per ciò che riguarda il fattore ©, del quale si è parlato sopra (300;. 
senza veruna diflicoltà può dimostrarsi che esso sempre esiste. 

Infatti, divotando con V il primo membro della equazione (e); e facendi 
de=x,, dy=y,, perche si abbia 


si avrà 


V=Mx,4Ny,=0... (e), 
suppongasi 
qV=dU... (e), 


suppongasi cioè che @H sia un esatto differenziale. Poiché la equazione (e') 
importa la seguente 


e conseguentemente ancora 
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dm _ au, LU (eV) _dU 
de de tia ? dx, da È 


dev) _d'U dl (IN dev) _dl' 
dy dda (e 


=, +t735 6) n° Tp 


perciò nella supposizione in cui ci troviamo , le due seguenti equazioni 


(E) 
a (2) (i) 


sssia le due che da queste si deducono immediatamente 


dV dv db de 
dr — do-odf — })=_Ft, 
‘da de, i je da 
IV dr 
gl mode Pf 08 
ta" da 
saranno identiche. Ma Y=0, Adunque eziandio le due equazioni 
a 7 )=0, 
“da da, sb 


dv dr a V 
gracile —-gd —0 
dy 


(er) 


(ez) 


FA 


risulteranuo identiche allorchè nelle medesime ad y, si sostituirà il suo va- 
lore che si ricava dalla (e). Ora delle (et) la prima dà 


a) dI 
— —d 
de da dx, 
—_ , ela seconda È 


® dV ae ai 


dy, 


Per la qual cosa, la equazione 


392 


dV a(F)I dv 1 dV N |dV 
dei \dx = dy yo dy, dx, 


dV dv dv dv dV dv da 
a eci Ul —_(0).. (0111) 
de dy, dy, \dax  dy da, tr! a 


sarà identica. 

Vicendevolmente se questa equazione risulta identica , dovrà necessaria- 
mente aver luogo la equazione (e'), ossia dovrà necessariamente esistere un fal- 
tore 9 il quale renda integrabile la equazione (e). Imperocchè se la equazione!» 
non avesse luogo , le (©) e conseguentemente ancora le (e!) non risulte- 
rebbero identiche , non vi sarebbe cioè alcun fattore @, e per conseguenza 


ossia 


d La | 
alcun valore È® dal quale potessero le due cquazioni (e'7’) essere soddisfatte 
Q 


e quindi , contro la supposizione, la (e non risulterebbe identica. 
Premesse queste cose, siccome dalla (e7) ricaviamo 


dV. dM dN dV _.. dv dv. dM dN 
e Us 7 =N, al se xt 3 


de Cada" da dis de, "“’ dy  dy dy 


perciò la equazione (e?!) si ridurrà alla seguente 
dM daN dM . 
ET p )N-N-(7 — rt Py M4-MAN=0. 

Ma questa è una equazione identica ; infatti il suo primo membro è uguale © 


dM IN IN IM 
CI pid IN yi A any, |M Me > 
da da ly dy 


M LN IN dM 
a +. 1A Ny+ D Ma TM 
dy 


M 
=— Pat, +Ny.) kt 2 (pia, +Ny.)=(Ma,4Ny (- - n) 


IN ti 
e per la equazione (e” ) (Mx:-}-Ny.) Tua e=0. Adunque per ciò chie 


si è quì sopra dimostrato è forza conchiudere che vi è sempre un fattore <. 
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il quale moltiplicato per la espressione Mde+Ndy, trasforma questa mede- 
sima espressione in un differenziale esatto. 
309. Sviluppando la equazione (e), otterremo 


ND 4( 1 )6=0...(es). 


de do + dM  dN 
dy dla dy dx 

Questa equazione, la quale contiene le due derivate parziali del fattore@ , è 

quasi sempre più difficile ad integrarsi che la proposta equazione (e); e per- 

ciò essa non può condurci alla cognizione del fattore © che in qualche caso 

particolare. Supponiamo, per esempio, che nella (e!%) scritta come qui ap- 


presso 
1/d0 HM de\ _1/dM dY 
e 7) CA\dy de} 


il secondo membro sia una funzione XY di x solamente, tale sarà pure il primo 
membro. Ora il primo membro risulterà certamente una funzione della sola 
supponendo che 9 sia una funzione di x solamente ; per la qual cosa si avrà 


1 Di, 
de Sr. 1 ca de=Xdx; 
w N\d Y da 


donde si ricaverà 


Ndr 


l=SXde, e =e **; 


tale sarà dunque , in questo caso , il fattore che renderà la espressione Mdr + 
+Ndy un differenziale esatto. Si troverebbe in somigliante guisa per @ il 
valore e/*%, se la espressione 


1/dN dM 
MXNdxr — dy 
fosse una funzione Y di y solamente. 

310. Ma generalmente parlando nient'altro potrà giovarci al fine di tro- 
vare il fattore 9 che l’ esercizio e la industria. Del rimanente , Se si conosce 
un qualche valore © per mezzo del quale la (e) si converte in un differenziale 
esatto , potranno quindi dedursi infiniti altri valori ©, per i quali ancora la 
medesima (e) si convertirà in un differenziale esatto. Imperocchè ove si sup- 
ponga 

oMda+eNdy=dU, 
Vol, HI, 90 
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dinotando con y una funzione arbitraria qualunque, la equazione 


ey) Mdx+-ey(U)Ndy=y(U)dl 


risulterà certamente identica ; ma il secondo membro è un differenziale esatto; 
adunque anche il primo membro sarà un differenziale esatto. Laonde cono- 
scendo un qualche valore 9 atto a rendere integrabile la equazione (e), si ri- 
caveranno quindi altri innamerevoli valori g.=9y(U), per i quali questa me- 
desima equazione si costituirà eziandio un esatto differenziale. 

311. Se nella (c) le funzioni M, N sono omogenee e del medesimo gra- 
do, sarà 

1 

SO Met xy 


Infatti, supponendo essere questo il valore di 9, si avrà 


i 
d—-___- 
de dM Mx+Ny 1 dM 
digM)=M — —=M--—_—_—_—_& Ret 
a dy +e dy dy Mx 4-Ny" dy 
dM dN 
RE a 
_ Da da TTI Moby dM 
Tenda (Mx +) Mx+Ny dy° 
ossia 
d'9M) 1 dI, dN 
1) = (N My MN 
(i dy amr( Va ) 


ed in somigliante guisa si troverà 


digeN) 1 dN dM 
dD_—_-=———[{ Mx —_ Nx ——MVN |. 
(2) da ae( Uda sE dr di ) 


Ora nella supposizione in cui ci troviamo , chiamando & il grado delle fun- 
zioni M, N, si hanno (169) 


RPRINIIC SRI LAPRICA IA 
TS la FI dy Ct T7 l 
e quindi 

db di dN dN 


— =lkM-xa—.4y_ =lN--axT—. 
Ù dy " da? a A “A 


395 


Sostituendo questi valori nel secondo membro della (1), il risultato sarà il 
secondo membro della (2). Adunque avrà luogo qui la relazione (e), e quin- 


di ec... 
312. Si perviene alcuna volta alla cognizione del fattore © dividendo la 


equazione (e) in due parti perchè possa il fattore di ciascuna più agevolmente 
ravvisarsi. Sieno 


M.dx + N dy, M.dx+N,dy 
queste parti, in guisa che si abbia 
Midr+N.dyt M.drt+N dy=0, 
e dinotino f,, f, i fattori per mezzo dei quali esse si convertono in differenziali 
esatti, sieno cioè 
{.M:de+-£,N:dy=d4U,, (,M.dx+f,N.dy=d U,; 

delle due espressioni f,x.(U,), £.x.(U.) la prima rappresenterà (310) tutti i 
fattori relativi alla prima parte, e l' altra i fattori tutti relativi alla seconda. 


Ciò posto, ove la forma delle funzioni X:) X. SÌ determini in modo che quelle 
espressioni diventino identiche, sarà 


fx. (U, )=fy.(UC.)=g 


il fattore atto a rendere Ja proposta (e) un esatto differenziale 
Si proponga per esempio la equazione 
ade + 06xdy +2" (hyde+tkxd y)=0. 
lacendo 
May, Niba, Mi=ha"y, No=ha® 'y, 


M.dx4-N dy=aydxc4-bxdy, M.dx4-N dy=x"y (hyda 4 kady), 


si potranno prendere 
i 1 


=—-,f= —-; 


xy ay 


infatti si troveranno in tal caso 


I de dy * 
— (aydet bady) =a — +6 —dl'(w°y)=d40 , 
" (aude4- bady) = + . (14) 
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xy” da dy 
2 (hyde+kedy)=h— 4h — =dl'(a'y)=dU,, 
di SY x Yy 
e le espressioni 


i a 
peg x.(e'y) 


Mti 
Cie 


1 
boa Ù) 
POLA Y), 
diventeranno identiche se, dopo di aver posto 


x(e°4) er gueye 3 xy) a get 2 
si facciano 
an—i1=hB—m—-1, ba-i1=kB-n—-1, 
donde 
Da: mnh_mk an—mb 
*Tak—bh” fa ak—bh 


1 ulimE i anemb 
== — xc°y abbh 2 2% È ak-bh, 
a) cr E) 


y” ti 


313.1 differenziali dx dy spesse volte si presentano elevati a potenze 
più alte della prima: la forma generale di siffatte equazioni è la seguente 


dy" + Pdy'dx + Qdy?de +... + Tdyde" + Vda:=0, 


ovvero 


dyN dyN | (O dy _ 
—- P{| — +0|-- ci PT 4 V=0...(03). 
n) + (2) ‘ da sati da so 3) 


Suppongasi primicramente la (er) omogenea per rispetto alle variabili 
x,y: ponendo y=x3, xd =tdx perchè si abbia dy=zde + ads = (st1) dv 
dy Ca: no: 
— = z+t, la (e‘) si trasformerà in 
da 


(+o4+ P_(+O+0 (+++ T(6+1) + V30, 


nella quale P,, Q,, ..- 37, V. esprimono funzioni della sola 3; adunqu 
otterremo £ per z e viceversa, e perciò la equazione di primo ordine e d 
primo grado 

da _ dz 


adz= tdx, Cas 
x tl 
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ci darà x in funzione di z. Così preposta la equazione 


e 3) + 3 Ja i” 


, =, et e quindi 


saranno n=3, P,=— 
2 Pa 2x 


(3+1)° —; +0? +- o o (E40) — 30, 


la quale può scriversi come segue 


(26+9-1] li ) Lia 


donde 
2(2+1)—1= 0, 1+2(2+0)° =0. 


Ma la prima di queste equazioni somministra 


1\- 
i=z—ss ela seconda = 2 +( —- "4 
5 
quindi 
do ds da dz da dz 
rei aa ( DE 
2 —Z+ PE, % Z+ i » 
5 3 


Ora prendendo gl’ integrali di queste equazioni, e poscia sostituendo in 
essi 2 in luogo di 2, si otterranno tre diversi integrali per la proposta equa- 
x 


zione. Con }’istesso metodo si tralteranno quelle equazioni , le quali, quan- 
lunque non omogenee , possono purtuttavolta rendersi tali mediante le ri- 
duzioni indicate sopra (305). 
314. Se nella (e*) i coefficienti P, Q, ..., 7, V sono quantità costan- 
. 3 dy dy : 
ti, tale sarà pure — ; e posto — = a, si avranno 
de da 


y—C 
a" +Pa"'+0a"?%...+Ta+V=0, y=ax +0, a= a s 


e quindi 


ETA 


sarà l'integrale della proposta equazione. 
315. “Supponiamo ora che la equazione (e') , qualunque essa sta , pos 


| dy 
sa risolversi per rapporto a la’ rappresentando con Pp,g, T, «--3 1, le suen 
x 


radici, avremo le seguenti n equazioni differenziali del primo ordine e del 
primo grado 


dy dy dy dy dy 
— — p=09, —— —(0.--—-r=0) SERE dincori | PRASSI =0 
da i dx 1 ? dx sd ? dae 3 


ovvero ancora 
dy—pdr=0,dy—qdx=0,dy-rdx=0,... 3dy—tde=0,dy—vde=0, 


le quali s' integreranno mediante i metodi conosciuti, e da noi superiormente 
esposti. La proposta poi essendo uguale al prodotto 


ul (i (A dy _ e dy 4) uu r)=0 
da 


sarà verificata da ciascuno degl’ integrali delle » equazioni differenziali di 
primo grado. Seguono gli esempli : 


cei INT o a se a 
1.° Sia o —a?=0, si avranno pa, g= 7a, € percio 
dy—adx=0 , dy+adax=0, 
y 4 =l, ypax = C', 


e l’ integrale generale sarà 


(y_ar-Cgtar—l")=0, 
il quale supponendo C=l*, sì ridurrà a 


(p(C}_@ZO. 


dyN? a cs gd 
2. Si abbia ancora (7 —qx=0, risulteranno paia, ge Vira: 
2° 
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quindi 
dy-Vaxde=0,dy4+Vaxde=0, 


1 3 O 1 3 


yT gO laica de=l' , 


e l'integrale generale sarà 


i quale nella supposizione di C=C' si ridurrà a 
n 1 
Y—C)e arl). 
y—C) 7 ax>=( 


dyN? I 
3.° Propongasi da ultimo la equazione x; +2 TA —1—-0, saran» 
da x da 


____Y (4? 4 To rea 
no p= - + NV È na 1) + ag iS, (541) ; donde sì otterranno 


le due equazioni differenziali omogenee 


dy 


MON Ca 
de ta N È * o ot vV la cl ) Ù 


le quali senza veruna difficoltà s'integreranno facendo uso del metodo indi- 
calo sopra (301 : 2.9). 

316. Ma la risoluzione generale delle equazioni non è in nostro potere : 
dippiù anche quando ci è permesso di risolvere una data equazione, le espres- 
sioni delle sue radici molte volte si presentano assai complicate ; quindi fia 
bene per lo più il rivolgersi a particolari artificii. Sia proposta la equazione 


a=yhtaS., lex), 


i di . 4 
nella quale R ed S contengono n > € quantità costanti qualunque : prenden- 
x 


do de==sdy e sostituendo, spariranno dy, de dai valori R, S, e la equazione 
meeverà la seguente forma 


Sady=yl 4aS,, 
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nella quale R, ed S, contengono x, € quantità costanti. Differenziando ora 
questa equazione , si otterrà 


zdy=R.dy-+ydk, +adS,...(et"), 


e questa potendosi scrivere come qui appresso 


ydR, adS, 


z-R Cdl 


dy— 


ci dimostra chiaramente che in essa le variabili ammettono (303: 1,%) la se 
parazione. Un primo esempio ci viene somministrato dalla equazione 


ydx da\° 
7 +a (È) i 


l 1 1 sol e ; i 
saranno R= dy° se TEN e quindi R,=2, S,=5°, e la equazione (e) 
da dx 
ci darà 
sdy=sdy+vdz+2azdz, ossia (4-+2az)dz=0, 
donde 


dz=0, y4+2az=0. 


La prima dà 3=C, e perciò de=Cdy, a=Cy+C': in questa formola si conten 
gono due costanti ; ma nella data equazione non trovandosi che differenziali 
di primo ordine , sembra ragionevole la supposizione che una sola costante ab- 
bia quì luogo: laonde dovrà una determinarsi per mezzo dell’ altra. Pertanto 
si sostituiscano nella data equazione i valori di a e dx; risulterà 


Cy4-C'=Cyt+al®, e quindi €'=al°, 
ed il vero integrale sarà per conseguenza 


x=CytaC°. 


Per ciò poi che riguarda l’altra equazione, abbiamo s=— > , e quindi da- 
a 

IU GL: e qui C=0, perchè sosti data i valori di 

vai IC Za. e quì C=0, perchè sostituendo nella data 1 vaiori di. 
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e de, si ottiene 


y° y y° yy y° 
Co l_ e —_ L_ en Te — = 
4a 2a ne 4a? 2a + 4a 4a 


Un secondo esempio cel darà la equazione 


dy dy 
; 1 1 b ., d 
quì si ha lr—-— Fn, Sa Tani è donde R,=—z, S,=z leg e la (ex) 
da =) 


si muterà perciò in 
zdy=—zdy—ydz-|-2azdz, ossia 2zdy+-ydz=2azdz 4 


la quale potendosi scrivere nel modo seguente 


S_4E PE z dg 
2V:V:dy4+yds=2aVzV5dz, donde Y/:dy+ La aids, 


2V3 
avrà per integrale 
2. 2 C 
s=-03° +C, ossiay= — ast —. 
IV 3° + e) OSSìÌ SY 3 a in VA 


Avendo trovato y in funzione di z, cerchiamo x. Siccome 


sy_Syds=Ssdy=a, 
perciò sarà 


2 e: dz 
ZZZ — 2 Ze 75 ne (C n 
Q= 30 +CVy. aSzd {7 


3 


2 _ 1 x 
23 a 4 CV: 3 AS -2CV34C'= 


E 
Sg d-CVa+C': 


a fine poi di determinare la quantità costante €’, nella data equazione pon- 
gas > =, ed invece di x ed y si sostituiscano i valori ora trovati; ri- 
ud 


Vol. 111, oi 
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sulterà 


2 2 C ; 
x a-CVipl'=—s (i at #) +azb= 


2 = 1. n 
== a-CY:+a —b= 3 az-(Y:—b, 


donde C'=—b. Eliminando ora 3 dalle due equazioni 


2 C 


w 
- 


recto + 
Ri 3 a VE 


lesa 
Lisi cinici 


si otterrà una terza equazione fra le quantità #,,y, @, dela costante arbitra. 
ria C, la quale equazione sarà V integrale della proposta . 
317. Neila equazione 


a=l', 


dy 


si supponga U espressa per y, Cri e per quantità costanti qualunque. Pa 


nendo come nel numero precedente de=zdy, sarà 
Szdy=U,, 
nella quale U, contiene solamente y , 2, e le costanti. Differenziando si avrà 
sdy=dU;...(cv1"), 


e siccome dU, vien dato per.y, 2, dy, dz, e per quantità costanti, in modo che 
i differenziali non si trovino innalzati a potenze superiori alla prima , perciò 
la ultima equazione sì tratterà come le altre comprese nella formola gene 
rale (e). Eccone degli esempii : ; 

1.° Sia la equazione 


i i d 
nella quale « è data in un modo qualanque per DA e per quantità costanti ; 
(005) 
sarà 


U,=yz4+y"u,, e dU,=yds+sdyty"du t+nuy"dy, 


dove u. è data per 2 e per quantità costanti. Quindi la equazione (es!) si 
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trasformerà in 
ydsty du +nuy'dy=0. 


v 
Pongasi yu. ==, donde y= (5) ; e conseguentemente 
Ui 


A vd da 1 
ydz= () dz, y'du, = i muy dy = u,do — vdu 
u, ——-——_ 


] ui 
risulterà 
(> >. dz+dv=0, ossia — © 420, 


n NI 
} 


Ui 


la quale equazione ha le variabili separate. 
2.° Si abbia 
ydx , ay°da* . hyda° 
dy dy° dy° 


Sarà 
Uaystao?z2+by5"+..., 


dU,=ydz4=dy42avz*dy+2azy*dz13by*2"dy (3boy'dzi. 
e da (e) st muterà in 

ydz+2ayzdv{2azy?dz+3by?2dy+3b2°y'd:t...20. 
Facendo yz=r, donde 


zdo—vdz 


, dy= D 
5° 
avremo 


dz 3, , i 
ca +2ado+3bvdv+ ...=0, e l(3) 42av+ gle te. e. 


318. Innanzi di dar termine al presente capo, non sarà inutile il fer - 
marci anche per poco intorno alla equazione differenziale 


dal dy 


EA ii, 


Va, rUPa, e'ba,e' ba ada,  Vayibay+ay +Fa,yta, 
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la quale ha le variabili separate , ed un integrale algebrico, quantunque i suoi 
membri separatamente considerati non possano integrarsi con esattezza nè al. 
gebricamente, nè per logaritmi , nè per archi circolari. Facciamo 


Va,x'+a x +axc'+a,cta,; =VX, 
Vista; tag tag ta, = VY. (ev) ! 
de=duy Y, dy=duVY; 


avremo 
y, dx? dy° , ; 
pit i 
donde 
dx’ —diy 
i” Ty V=a (v-y)+a, (0-4) +a(e:—y)pa (e—-y), 


la quale ponendo x_y=v, x+y=3, € perciò de—dy=dv,dx+dy=4z, sì tra- 
sforma in 


dele «Wp sg cavi A ala i 
n — — (2°+20°)+ rasa +0)}ta:sta,. 


Ma dalle (es) 
dX=(402°+-3a,2°+2a;r-+a,)dx i 


dY=(4a,y°-4+-3a,y+2a.y+-a,)dy; 


e dalle (ex?) , riguardando du come costante , ossia « come variabile indi- 
pendente , 
2dad°a e 2d ydy 

du? ui du? ? 


di= 


e conseguentemente 
20° x 


du” 


24° l 
ai; 2A4a,4°43a,y +2a:y Fa, > 


du? 


—4a.x°+3a,x°+2a,x+0,, 


dalla somma delle quali si ha 


dtd v d(dxe-tdy) 


via Bild 
ey =2a,(x'+y)t Ft talety) ta, 
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ossia 
dz da, 
Ra 7 (*+320°)+ 7E +0) +azta,. 
Adunque 
dz dvdz 


du vdu’ 


da 
SAR 


pr: x 2dz . 
Moltiplicando questa equazione per a , risulterà 
v 


1 /2dzd: 2dodz 1 dz° 
di (E n) —-—d[ — }=2a,zdz+a,d:: 
du? v° du \v° 


v 


laonde 
1 /d= dz 
“——_ {[ -— | =24;5*-L0, C,-= pe E ni 
du? (F) ui du VVa,s'+a,+( 


ed in questa ultima restituendo i valori 


ds dx , dy a. e 
scr Lea Li 


sarà 


Va,s'+ae°+aa°+a,c+a, +Vay'+ay +agy+ay+ta, = ) 
SS esi 
=O_MNVa ty +a+9)+C 
l'integrale della equazione (ei). 
Si propongano ora le equazioni 
dx dy 


_——_—_—_—— = —-—————_——_———.. (exr111) ? 
Van pa atta pa, Vay'tay' tag’ +a, 


dx dy 


_——6r_P______t (61, 
IVaa”4pa ata, Way" pay +, 
Nella (es711!) si faccia 
dn 


d 
e'=t,y=n, donde de=-—-®, dy=--;3; 
3 Y ’ ave Y Va 
e nella (ex) 


Cond. _rn 


da a 
x'=£,y=n, donde de = zi "de ,dy= si) " du. 
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Si trasformerà la (es5t11) in 
di Dr dn I 
ovvero in O 
dé dn 


Vasto pa 4a Vastpan' pan 4a 


| 
’ I 
i 
) 


che è della medesima forma della (e), supposto in questa «a =0. Si tra- 
sformerà poi la (e) in 


renna 


EV ai paita.  NVan' panta. 


ossia in 
dé dn 
Va,fipa i pai Wa,nita n pan 


della medesima forma della (e) allorchè in questa si fa a =0,a,=0. Qumn- 
di per mezzo della formola (e) si calcoleranno senza veruna difficoltà an- 
che gl’ integrali delle (ev), (ex). 


CAPO NMIL 


DELLA INTEGRAZIONE DELLE EQUAZIONI DIFFERENZIALI DI PRIMO ORDINI 
LE QUALI CONTENGONO TRE O UN PIU GRAN NUMERO DE VARIABILI. 


319. Propongasi ora la equazione differenziale 


Mdx+Ndy+Pdz=0...(e,), 
nella quale M, N, /° esprimono funzioni delle tre variabili x,y, =. Se questi 
equazione dà luogo alle condizioni 


AM dN dM dP dN__dP 


dy di da ? de Fi da: 6 dz dy 


il metodo che si adopera per integrarla, è quello stesso che fu sopra (296) in 
dicato, e che tutto si contiene nella equazione (i%) ivi esposta. Ma anche 
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quando queste condizioni non vengono soddisfatte , potrà praticarsi quel me- 
todo, purchè però si trovi un fal fattore 9 per cui moltiplicando la (e,; in mo- 

9 i I [1 tiri 
do che sia 


oMWdatoNditoPiz=0...(e,), 


quindi ne nascano le relazioni 


dI) d(N) doll) dol) d(eN)__d(61) 
di © do? se ° 


, = 


de da? de dy 


imperocchè la succennata equazione (?%) ci darà in tal caso l’ integrale del- 
la (e,), il quale manifestamente apparterrà pure alla proposta equazione (4) 
Ma se è pur diflicile il trovare quel fattore quando due sono le variabili, mol- 
to più difficile sarà ciò quando le variabili sono tre; ed invero in tal caso de- 
ve trovarsi una quantità 9 tale che soddisfaccia nell’ istesso tempo alle tre 
equazioni 


dy da dy da 
d Ì dI dD 
ul _ple a si; 
dz da dz da 
Y de _—_D de e) dN db —() , 
dz dy dz dy 


le quali si ottengono sviluppando le (e.). Dalla semplice ispezione poi delle (e } 
ci accorgeremo che da esse si eliminerà © moltiplicando la prima per P, la se- 
conda per —V, la terza per 2, ed insieme aggiugnendo i prodotti ; infatti 
la somma risultando divisibile per @, ci darà 


dI GP IN. IP MAN 
P__M_P_ AN _NC4MT =0.,.(0); 
dj dy Tra Mo Pes rune (0); 


quindi s’ inferisce che ove non abbia luogo la (e.), niun fattore potrà esservi il 
quale renda integrabile la proposta (e.). 

320. Ma se la (e;) risulta identica , la integrazione delia equazione (c,) 
unicamente dipenderà dalla integrazione delle equazioni differenziali a due 
variabili. Una tale asserzione può dimostrarsi col seguente ragionamento : si 
seriva la (e,) come quì appresso 
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N M 
dz 4 I i pile .(0,); 


e dinotando con g il fattore atto a costituire il primo membro di questa equa- 
zione un esatto differenziale, facciasi 


N 
(a+ F dy ) o=0...(e.) 


senza avere alcun riguardo al secondo membro; sarà 


N 
{ (2474) v=U. 
Ponendo per compendio 


N 
{ (47) q=F...(e,) 


si differenzii la equazione 


V=U...(c,) 


facendo variare le x, y, z in Y, e considerando la L’ come una funzione die: 


avremo 


W. dv. dv, dU 
bt ee de, 


ovvero, sostituendo ai due primi termini del primo membro il loro valore. 


dU 
da, 


de Ni d Le = 
{ Tp v)e+ 1 
dalla quale, sottraendo la (e;) moltiplicata per @ , conseguiremo 


av dU dU _dV M 
-- dx a= 7 — purle) 
i RL q ndo, donde-— =" fd (e) 


Per le quali cose tutte si fa chiaro che la integrazione della equazione (e,) di- 
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penderà unicamente dalla integrazione delle equazioni differenziali a due va- 
riabili, quantunque volte il secondo membro della (e.) si ridurrà ad una 
funzione delle quantità U, 2, almeno dopo che ne sia stata eliminata la x 


mediante la (c,), ossia quantunque volte si darà luogo alla equazione 


, dV n M 
ian 


=-() 
dy 


9 


nella quale si dovrà supporre fa = variare come una funzione di y. Ora rida- 
cendosi questa equazione alla (e), già apparisce la verità dell’asserzione. 
Dimostriamo pertanto che questa ultima equazione realmente 
la (e,). Eseguendo la indicata differenziazione ; avremo 


M M ; 
a la la _ d( — | 
d°1 UV di P P/ dz M/ds dg ds 
+ a na 


st riduce al- 


| - Tigip+7— )=0...le,,). 

dedy ” dadz dy dy ds dyl_ P ded dy a 
; dv N dv dz N 

Ma dalla (e,) abbiamo Fia: Pa" dalla (e, "asili pi inoltre il 


primo membro della (e.) si suppone un diflerenziale esatto, e quindi deve 


( N 
d{ q-— 
da » do PD 
essero verificata Ja condizione la 7 . Saranno adunque 
dY 
dv N N 
i di — {e d(. 
dv (7) i (e n) N de 69) 
dedy da TT da E a IS dx 
di 
di —— 
dW da ) dz N de 
dadz' dy dx ‘dy 7 Pda 


dy_ P° Veni dz 


i quali valori sostituiti nella (e,,), la trasformeranno , dopo di aver fatte le 
Vol. HI. 52 
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riduzioni e la divisione per @, nella seguente 


‘i M M N 
IOROFLOZ.0E 
da dy + da © PÒ 


N — 
PÈ de 


ovvero facendo le differenziazioni e moltiplicando per P°, 


PAN—NdP. PdM—MdaP, N PdM—MdP. M PAN-NdP _ 


dx dy P dz P dz 0; 


che evidentemente riducesi alla 


dM dP dN dP dM dN 
P—-M__P_4N_-—N_4M_-=0, 
dy dy da t da ds n dz 


la quale è la medesima che la (e;). 

321. Da tutto quanto è detto finora ricaviamo essere la equazione (e,) in- 
tegrabile ogni qual volta vien soddisfatta la (e;), la medesima (e,) ripetere 
la sua origine da un’ unica equazione primitiva (es), c perciò appartenere a 
qualche superficie curva. Il metodo poi da tenersi per la integrazione della (e.) 
lo rileviamo dallo stesso processo della precedente dimostrazione, nel quale 
una delle variabili x, y, z vien considerata come costante. Noi un tal metodo 
lo andremo spiegando vie maggiormente con i sesuenti esempli. 

1.° Propongasi ad integrare la equazione differenziale 


yda—rdy— A dz=0. 


Quì noi abbiamo 
y 
M=y,N=—2, Pz a 


e perciò la equazione (e) risulterà identica. Supponendo a costante, de=0), 
si otterrà 
dy dz __ 


Yy LA 
—ady—Laz=0, a -— 0, iaia 


Differenziando poi questa ultima equazione per rapporto a tutte e tre le va- 
riabili ©, y, 3, sì troverà 


i 


4141 


yde—xdy dz : Yy 
di pa =dU, ossia ydae-—xdyt— 7 da=PdU, 


che paragonata con la proposta ci darà 
y°dU=0, donde U=C. 


L’integrale adunque della proposta equazione sarà 


D 

- — l'(2)=C. 

sa 

2.° Si abbia 
(Y°-4-y2)de+(e34+-2°)dy4+-(y?—ay)da=0: 
saranno 
M=f+y5, N=x34+2, P=y°—xy, 

i quali valori rendono identica la (e). Considerando ora y come costante, po- 
trà la equazione data scriversi come segue 


dx dz 


Pay SPY 
e quindi , moltiplicando per y, sarà 
da ds ut 3 
—— + —— =, donde | E), 
y2r Yt3 ya 
ossia, passando ai numeri col cangiare solamente di costante, 


Ca A 
ya 


dove si noti che qui / esprime una funzione di y. Diflerenziando questa equa- 
zione per rispetto ad x, y, 5, avremo 


Eee 
(ya) 
| Ovvero 
(4 + va)de — (ey 9g (4 TEVE _ gy 
Ag=a) 
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la quale paragonata con la proposta darà 


YU ®YAUH- (ey +y2)dy=—(22t-=°)dy, 
e conseguentemente 
ar CITI (4 (ET Ag 
yy) u(y—2)° 
dal cui secondo membro bisognerà eliminare 2 mediante la equazione AE A 
YT 
Eseguendo una tale eliminazione , si troverà 


: UU-A) 
di —— dy, 
Y 
donde 
dU dy 7 dU dl dy 
A 0), ossia — 7,+P=0); 
men” Y Sai Li Y 


ed integrando 


(Wi-1) 
P (- u Des 
U 


ossia, passando anche qui dai logaritmi ai numeri col cangiare semplice 
mente la costante 


(U-1)y ,, T-A1A_C , Y 
al, a, = ——. 
I L Y y—C0 
Laonde sarà 


It 1 


IPS Y 
2 —-, ovvero ancora 
ye 4-0 Y+5 
il cercato integrale. 
Se invece di y si fosse considerata come costante la =, più agevolmente 
si sarebbe determinata la 7. Imperocché la data equazione nella ipotesi 
di = costante prende la forma seguente 


dr dy de dy dy 


—__, + — —=0, ossia —T—+ — — -=0. 
a+ Y4y3 (45) sy 543) 


Moltiplicando per 5, ed integrando, si giugnerà ad 


yt= 


| 
i 
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questa equazione poi differenziata per rapporto ad x, y, 5; darà 


I peri (Rete ome 


ro? =dU, 
donde dU/=0, ed U=C, ed il cercato integrale 


It _y 
sFr 


3.0 Occupiamoci ora deila equazione 


(ay—dz)de + (ec:—an)dyt {be —y)de=0 , 
per la quale avendosi 


M=ay—bz, N=zcz—ax, P=bae—cy, 


resterà soddisfatta la (e). Supponendo 3 costante , si avrà 


d 
‘ay—bz)dx+(e:— ar)dy=0, donde — una 


ear amb: 


1 
È (E an) mai 
a CZ (1% 


ovvero, per il consueto passaggio dai logaritmi ai numeri, 


la quale integrata da 


ay—bz 


=, 


C2e 1 


Prendendo in seguito il differenziale di questa ultima equazione, facendo mn 
essa variare insieme con le x, y anche la £, otterremo 


a(ay—ba)lrta(cz—ax)lyi a be—ey)dz 
(es—ax)' 


dl. 


1 
| (extax) 
se ne dedurrà dU=0, ed =, Quindi la proposia avrà per integrale com- 
pleto 


Paragonando una tale equazione con la proposta moltiplicata per 


ay—bz SE 


Care 
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Il fattore 9 è in questo caso 


1 
(es—ax) 


, , @ siccome la equazione è simmetrica 


rispetto a ciascuna delle variabili in essa contenute , perciò anche i fattori 


i 1 3 . 
———, —— la renderanno integrabile. 
(ay—bz) (ba—cy, 


4.° Prendasi per ultimo esempio a determinare |’ integrale della equa- 


zione 
(4-42 4-)dxr +(2°+ 202 29) dy + (0° +-2yt)de=0. 
Abbiamo 
M=y +y5+2, Ne 4kgst®, P=zx° 4-xy+y", 


per i quali valori la equazione (e;) diventerà identica; supponendo poi 3=0, 


cioè 2 costante , facciamoci ad integrare la equazione 


che si può scrivere come segue 


da dy 
23 n oi - 4 gp x 1 
T'Aezto | 44Y55 


ovvero ancora 


Ù ELE 
vi e La 


Ora egli è evidente che l’ integrale di questa equazione è 


(9 


[3 yVS 
e (cang= i +arce (san= de) li 
ovvero riunendo i due archi in un solo (54*: (15) 


2 da LY)V3 
#. ave( can = EA Jet 
sV5 22° 4 oz+y3— 2 


e siccome LU deve riguardarsi come una funzione incognita di <. 


percio si 
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" 2 i Lotta 
potrà il Bilo supporre in essa compreso , e quindi scrivere 
3V3 
aztyz+ay)V5 
are img PEA = 

“ 2z +xs4+y2—-xy 

inoltre, prendendo Ja tangente invece dell’ arco , potremo fare 
te4-yzry 
25°+astystay 


In seguito differenziando questa equazione col farvi variare tutte le quantità 
che essa contiene , ed eseguendo nell’ istesso tempo tutte le riduzioni, avremo 


229° +yst5*)da +2z(0°t w3+3°)dy-2ay° tys43)ds-2y,0° bazts)ds 


ai enna =dl, 
(25° Las+y3—xy) 


25 


Sottraendo da questo risultato la proposta moltiplicata pr —T°——-, 
i (22° 44 ya) 


si ollerrà 


Ric Gi n cn € a Lic Co pia nic LLANO ; 


(25° +axys—xy)? 
ovvero 
24444404 +04 +3ey ads _ 
(22°-4x34-y3— 24) 
_ Aetytary tant yo) nia 
(22° +as443—xy)° 
ma 


ast yz +xy _ T° i 
(2-°+x:+y5—2))? — a34+-y54-&y° 
sarà dunque 
—2U°(x+y+2)dz 
a2t+yz+ xy 


=_dIU. 


Dippiù dalla equazione che dà U si deduce 


az4yz4+%1 22420 +22 2z(v4y+£ 
1+U=1+ “i nn a 
° 22 bazepyzoayo 22°+az4yz—ay 22° +az4ys—ay 
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e conseguentemente 


140 2z(ety43) _ 2dU 
U  a-bystay — Ud=° 
donde 
dz dl dl dU 


Se ORD € sp 


a Me. 
IC) l'(@=l'(U)_! (FE) (CF) (1) 


L' integrale cercato sarà dunque 


astbyday € 
2 +astys—ay 3—0 


, ovvero 2:+yz+ry=((x+y+5). 


Se si differenzia quest ultimo risultamento , si trova la proposta , della quale 
il primo membro diviene per conseguenza un esatto differenziale allorchè si 

i 1 
(xtyds)° (22445424) 
poi ci dimostra che qualche voita riesce assai difficile il calcolare la fun- 
zione l'. 

322. Allorchè la condizione (e) non è soddisfatta , il secondo membro 
della equazione (e..) non si ridurrà ad una funzione di x. Ma quantunque 
ciò sia vero, e non possa per conseguenza determinarsi per via di questa stes 
sa (e,.) il valore della U; ciò non ostante, supponendo sempre U qual funzio- 
ne di x, la proposta equazione (e) verrà soddisfatta mediante la primiliva (6). 
purchè insieme con la (es) si supponga aver luogo la (e,..). Facendo cioè {=y(v). 
senza dubbio alcuno verrà soddisfatta la (e,) mediante il sistema delle due 
equazioni 


moltiplica per uno dei dae fattori . Questo esempio 


i VISAE, AT 
i} =) da —_G ro = X (1) (e, .) 


qualunque del rimanente sia la forma della funzione X da determinarsi perci 
a piacere. Nella supposizione dunque in cui ci troviamo la equazione (e,) 
non più rappresenterà una superficie curva , ma atteso il numero infinito 
delle diverse forme che alla funzione y possono assegnarsi , essa corrisponde- 
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rà ad innumerevoli linee a doppia curvatura aventi però tutte una comune 
proprietà che è quella appunto che per la medesima (e.) è espressa. Eccone 
degli esempii. 

1.° Sia 


|se—a+y4yt b) |la—(a—c)(cd= +ydy)=0: 
abbiamo 


MU=zz(- 41) +y(y—5), N=—yYa—ce), Parc); 


con i quali valori non risulta identica la (c;): ponendo poi 9=5, sarà 


i; ù N ydi 5 4y? 
V= | (1+74)0= f (+e z= i, 


e quindi alla data equazione sarà soddisfatto pel sistema delle due equazioni 


S4y 55 —0t+y 
E ta) ETTI =x2). 


2 : —c 
2.° Si dia 
yda4(—-2dy+(a—s)d3=0: 


saranno M=y, N=5—x, P=x—:, i quali valori non soddisfanno alla (e.) : 
prendendo 9=1, si ha 


N * z—- 
r=f(e+T)= (144 =S(d:—-dy)=z—y: 


laonde pel sistema delle due equazioni 


mia l=x0) 


verrà soddisfatto alla proposta. 

323. Se le funzioni 4/, N, P sono omogenee per riguardo alle variabi- 
li x,y, 2, la equazione (e,) potrà trattarsi nella seguente guisa : si faccia- 
no y=xr, s=8, e quindi si sostituiscano questi valori nelle M,N,P;jsi tra- 
sformerà la (e,) nella 


Mida 4 N dy4+P,d3=0, 
dove M., N, 4°, indicano funzioni delle due sole variabili r, s. Abbiamo poi 


dy=xdr+rdx, ds=xwds-+sdx: 
Vol. IH, 53 
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adunque 
(M,4-Nr+ P,s)de +(N.dr+P.ds)a=0; 
e conseguentemente 
dx ,drt-P.d la N.dr+ P.ds 
DE La ovvero ai Pr SAT 
x | M4+XNr+P,s x MHINr4P,s 
Il primo membro essendo un differenziale esatto , è necessario che il secondo , 


perchè la proposta sia integrabile, esprima eziandio un differenziale esatto ; 
la equazione di condizione per rapporto alle variabili r, s sarà 
9 


I Ai I P, 
MAIA 4 Ps tir M+A,r+P,5 
ds — dr i 


la quale sviluppata darà 


IN, dP, dA, dP, dM, dM, 
MPS (M+Nrh +Pir_— 8 IN 
Mast ù ds (Moka) dr per dr di ds ca) dr è ds 


Allorché dunque questa equazione sarà soddisfatta, la proposta avrà per in- 


tegrale 
LO dla P,ds _ 
M+XNr4+P,s 


324. Nella equazione differenziale che si propone ad integrare si sup- 
pongano i differenziali da, dy, ds innalzati a potenze superiori alla prima : se 
l'integrale di questa equazione esiste, certamente con la differenziazione si ot- 
terrà dal medesimo una equazione la quale si potrà ridurre alla forma (e.). 
Quindi conseguita che ove la proposta , dopo di essere stata ordinata secondo 
le potenze di dz, non possa risolversi in fattori deila forma 


dz4+pdx+-qdy=0, 


dove p, g sono funzioni delle variabili x, Y, 3, conseguita dico che essa non 
serà integrabile. Applichiamo un tale rageonamento alla equaziune difleren- 
ziale 


0dx2+ Rdy?+ Sd2°+27Tdxdy+2Udxdz+t2Vdyde=0. 


Qualunque sia l'integrale di questa equazione, potrà senza dubbio da esso 
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per mezzo della differenziazione dedursi una equazione della forma 


Mdx+Ndy+Pdz=0, 


N 


ovvero , ponendo ii i 


dz+pdx+qdy=0. 


Ora perché ciò abbia luogo è necessario che risolvendo la proposta per rap- 
porto a dz, i differenziali dx, dy escano dal radicale tutti e due , ciò che non 
sempre ha luogo; imperoeché si ha 


—lda—VdytV(U?—@Sda" +2UV=STdady+( V=—RS)dy 
i CS - si ne: 


pei] 


dove si vede che se i termini i quali sono sotto il radicale non formano un 
perfetto quadrato, i differenziali dx, dy resteranno impegnati sotto questo ra- 
dicale , nel qual caso la proposta equazione non potendosi risolvere in fattori 
della succennata forma , non potrà per conseguenza integrarsi. Si noti poi che 
i termini i quali sono sotto il radicale formeranno un perfetto quadrato al- 
lorché 


UV_SI=VT=0SV77=TS, ossia UV—ST*=(1"—Q8){V°—RS). 


325. Diciamo ora alcuna cosa delle equazioni difterenziaii di primo ordi- 
ne le quali contengono quattro 0 più variabili, Suppongasi che il primo mem- 
bro della equazione 


Mdx+ Ndy4 Pd:+Qdu+ Rdv+...=0.. .(E) 


non sia un differenziale esatto (esprimono .M, N, P, 0, R,... funzioni delle 
variabili x, Y, 5, &, v;...), € proponiamaci d’ investigare le condizioni alle 
quali si deve dar luogo perché la (£) si possa per mezzo della differenziazione 
derivare da una equazione primitiva. 

Se si può la (E) derivare da una equazione primitiva, certamente nella 
medesima (£) potrà una qualunque delle variabili, = per esempio , conside. 
rarsi come funzione delle altre : per la qual cosa sarà 


dle: dz da dz 
sz — = —d n (EU Ted 
d da + gt ni ut #F 
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Ma dalla (£) si ottiene 


M AN } R 
ds pe TP dy— O du Pp do—.. bi 
Adunque 
dz Modi Nds 0 ds it pi 
de  PPdy Pia © Pao PI (1) 


e conseguentemente 


A O N ti ON Ri: 
6 @ i © GA) G_ 
a da da — dl °° du 


ds dz ds ds 


Ora svolgendo le (£”), e sostituendo in luogo delle — —,—,... i valori 
da’ day du’ dv 


dati dalle (E') , si troveranno le condizioni alle quali si dovrà dar luogo per- 


chè la (£) si possa derivare ec.. 
Quindi se le variabili sono té di numero, una soltanto sarà la condizione 


GF) _G) 


. 


dy da 
e questa sviluppata con eflettuare le indicate differenziazioni , con osservare 
da dz NM 
che M, N, c 1’ contengono 5, e con sostituire a —, — i loro valori — -,— 7; 
di dae P 


coinciderà con la (e.). Se le variabili sono quattro di numero , si dovrà sod- 
disfare alle tre condizioni 


IOEOEOZOZOMO] 


dy de du de 7 du urna 


ossia 


VER ESILIO E PRE IRE TE OFE VEST PE 
sio pei 
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dl dN MILLI «dp dN dM 


NP 4P_---M-4MHM_--NT—- 0 

i dar i da Ls cy dy Li da ile i 
dp dM do dP dM dO 

TE nr al nl E II put» 
du du Li dx ( da A des dz (E°) 


du du dy 


dp N 10 IP N LA 
N È p dN pî c ET a i 0). 
dy ds 3 


In generale se il numero delle variabili è=n, sarà il numero delle condi- 


(n-1)(n-2) 
ln 


zioni — 


326. Per poco che si rifletta si vedrà chiaro potersi applicare alle equa- 
zioni differenziali, le quali contengono un numero di variabili maggiore di 
tre, quello stesso metodo che fu praticato sopra (321) per le equazioni difle- 
renziali che contengono tre variabili solamente: il seguente esempio servirà 
di schiarimento maggiore. Faccia d’uopo d’integrare la equazione 


y+5)de +5u—2)dy+ya—u)ds+y(4+5)du0. 
Abbiamo 
M=yz+2°, N=zzu— az, P=xy—yu, O=iet-yz, 


ì quali valori soddisfanno alle tre condizioni (£‘). Si suppongano 5, « costau- 
ti, la proposta diventerà 


1 i sie YTS 
de + 292 , Il cui integrale st 


=, 
uex  ytz una 


dove 7” esprime una funzione di 2 ed «. Differenziando questo integrale per 
rispello a tutie le quantità che in esso si contengono, otterremo 


(Halle to) dyplade—(yEo)de ip) 


(ua) 


Ma dalla proposta ricaviamo 


yuna)lzylytpz)dl 
(1+3)de+(u—a)dy= Mt e 


pas 


sarà dunque 
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(È ds — (E du=2dU, ossia Udz—U°du=zdU, 
ua 4 
Quindi 
Udz—zdl: (5 
st =du, ed integrando Ti =u+-C, ossia U= rà 3 


Laonde sarà l'integrale della proposta 


yt+z __ 8 
urto ut0 
CAPO XIV. 


DELLA INTEGRAZIONE DI ALCUNE EQUAZIONI DIFFERENZIALI 
LE QUALI SORPASSANO IL PRIMO ORDINE. 


327. Propongasi primieramente ad integrare la equazione 


d’y ; 
gr i) 


dvdy 


Facendo de=vdy, si avrà d’2=0=vd'y4-dyde, donde d'y=— 


tuendo nella (£,) i valori di dx e di d'y, risulterà 


— "219 dy, € perciò 37 L= Ty (y)dy+€C. 


i dy 
st. —=fe=>===5:€ conseguentemente da=+ ———_tee=er. 
V2ISy)dy+2C V2ISNAy +20 


Proposta per esempio la equazione di secondo ordine 


dy 9 


21? 2) ba 
ad pla’ =0, ossa — ===: 
yTy i a n 


. Sosti- 


i 
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2 
sarà f(y)=— 5 s S[(Y)dy= da, e per conseguenza 


Ora, supponendo 2C=C,, noi abbiamo 


iv, 
Si 


ro 


La proposta dunque avrà per integrale 


z Y A 
x=ta.arc{ sen= —_- U,. 
= ( —. x 


328. Si abbia ora una equazione della seguente forma 


dy dy 
MALE E)). 
(e) 


d'y 
dx 2 
ricaverà de=f(e, v)de, della quale equazione l’ integrale ci darà v=F(x,C). 
Quindi poi si dedurrà 


d lv 
Ponendo - =, donde = e sostituendo questi valori nella (£,), sì 
x 


dy=FHx,C)dr. 


Così avendosi la equazione 


dy _ Tha +) 
da” — 


sarà 
3 


V4-1)? lo d 
( dl Dog ossia — sn 


(0-41) 


do= 
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Integrando si otterrà (258) 


v c 1 Cox , (Ca-1) Ca1 
n ie a PEA ve Vesna 
Vi +2 x x È x'(Ca—1) Va (Ca- 2-(Ca 1)” 


3 di 
e quindi, sostituendo a v il valore SLA 
da 


(Ca—1)da 


eZ 
Va(Ce—l)* 


329. Inoltre la equazione di secondo ordine si supponga avere la seguen- 


fe forma 
dy dy 
n 9 
dr° ICE DL 


Ponendo come sopra (327) da=vdy, si muterà la (E) in 


1 

Di ‘es 2r(4 i 1) 
v ® 
-t(09» 


L’ integrale poi di questa equazione ci darà v=/(y,€) , per cui risulterà 


ma de’ =v°dy°; adunque 


dx=F(y,C)dy. 


In tal guisa, data la equazione 
sarà 


4» do sdy—ydz do y(sdy=yd.) 
e facendo ci, in modo dae ii i: —_ = _-- 
v Li i 


ve v° 5 


-_ 
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si olterrà 


= 
he e 


d3 
Y(5dy —yds) e lho V (è + a > ) » donde abzdy—abydz== PdyVeta, 
5° ab i 
ossia 
dy A — abdz 


YO 3°Vi Fatal 


330. Sia ora più generalmente 


d°y dy So 
; (5 la «pei 


la quale equazione però si supponga omogenea rispetto ad x, 4, da, du, d°y. 

dy __dy_ z i | 1 

Facendo y=ux , 7 =%,4 =, inediante la sostituzione di questi valori 
da da° x 


nella (£°) conseguiremo una equazione V=0 fra u, ©, es. Ora si ha 


dUy dv = 
dy=vdae=udxe4adu, i a 


e perciò 


—_ Za — 


dx du de ‘du 
= »- 54) 


b) 
X v_u Z UTu 


Per la qual cosa nelia seconda delle () sostituendo il valore di 2 che si ri- 
cava dalla FY=0 , si otterrà una equazione di primo ordine fra u e v della 
quale l’ integrale ci darà © in funzione di w ; questo valore poi di v sostituito 
nella prima delle stesse (k) darà luogo ad un’ altra equazione di primo ordine 
fra 2 ed u, dalla quale integrata si eliminerà per mezzo della relazione 
YZUL, 

Se per esempio si proponga 


d’y 1 .dy° 
it 2. at b D 
da* V( CPT DI 


Pri. n, 
=aNVarrta, 


si avrà 


Bit 


e la equazione P=0, sarà :—VI=paE=0, e perciò la seconda delle (k) di- 
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venterà 


dv du 


_ 
uo 


Va's? du v—U 


, ossia (o—u)dv=duVa's*+5u', 
e conseguentemente , ponendo v=u@ , 


ua 1 —1)de 
(0—1)(udo-}-odu)=du Vas +6, ossia eri (do RI 


—__* _  s'i 
Va'e' +i—o(0_1 


Inoltre la prima delle (4) si trasformerà in 


da du . dx de La) 
—__ ———T—) Ovvero in —= TT; |) 
XL u(0—1)” x Va +1 0(0—-1) | ! 


Adunque le formole (1), (6!) somministreranno due equazioni, la prima 
traued @, ossia tra i ed @ , l’altratraredo, dalle quali si eliminerà @. 


331. Ma sebbene la (£,) nen è tale quale quì sopra l abbiamo supposta, 
cioè omogenea per rispetto ad x, Y, dx, dy, d°y, purtuttavia senza difficol- 
tà alcuna si giugnerà ad una equazione di primo ordine ogni qual volta , fa- 
cendo 

dy d°y 


Vilbanò | 


y2UT ’ er 


ci sarà permesso di determinare n in modo che sparisca x. 
Sia per esempio 


dy x°42xy dy 49 
eee ad 


de at ‘da a 
la quale equazione, eseguendo le indicate sostituzioni , prende la forma 
(3—-v)a” + (4u-Qur)e"=0: 
ora in questa, facendo nt2=2n, e perciò n=2, sparirà x e sarà 
zvtiu—Quo=0. ..(h). 


dy i 
Ma, perchè y=ux?, e iena abbiamo 
x 


di fu 1 
dy=2uxdx4+-a°du I va=2uarp2? he r=2uta=; 
? dx dx’ dx 
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quindi 
du 
—2u È 


vde=2udx + xdu, da. + (h'). 


ulrsi d 1 
Dippiù, perchè Ù -—-d(vr)=:, abbiamo pure 


da — da 
da _ dv 
vda4+adv=zde, — =-— 
x 30 
Adunque 
du dv : 
r-2u 7 5—_-00 


e sostituendo il valore di = che si ricava dalla (4) 


dv=2udu, donde v=u°H#-C . 
Laonde sarà (h') 
dx du 
x u—2u+C 


332. Che se la (E,) si supponga omogenea per rispetto solamente ad 4, 
dx, dy, d°y, ponendo 


si giugnerà ad una equazione fra x, ©, , dalla quale ne dedurre- 
mo z=H(x, v). Ma 


dy dy __1 dy_1 
SEI pe — d 4 
ale 
e perciò 
dy  sde—dv 


vdy4+yde=zydx, donde —= 

y v 
Adunque F(x,0)le—dv=vde , dalla quale integrata si ricaverà v=f(x,€) , 
e conseguentemente 


di 
di {(x,C)da. 


428 
Per darne un esempio , supponiamo data la equazione 


dy 1dy ,1dy° b di 
sarà 
CUPI UDA 
Res e + Vela’ 
e quindi 
wa L+edet va È de —dv=vdx, 


la quale evidentemente si può presentare sotto il seguente aspetto 


da—ado | brda i o 
eda 2° "de E =0, cioè ()tva cp=0. 
v Vata* v 


Adunque integrando sarà 


x ae" di x 
-—— by a—r="0, donde v= ———e= 0 
v DV a'—a'4C 


e conseguentemente 


di eda 


Yo Were +l 


333. E quì certamente non sembrera del tutto fuor di proposito il notare 
che non rare volte giova moltissimo per ottenere la integrazione di una equa- 
zione il prendere per costante un differenziale piuttosto che un altro. Io mi 
farò a dichiarare una tale asserzione per via dei seguenti esempi . 

1.° Propongasi primieramente ad integrare la equazione 


{ PES Sti ica 
E dae dx' 


Dalla supposizione di dr costante passiamo a quella di dx variabile; la equa- 
zione si muterà (64: 3.°) nell’ altra 


Spe di Cda dae 


429 


Questa poi trasformiamola in quella che suppone dy costante ; sarà 


dyd°x  dy  dy 
iù da de dx 
«> qa sta sE dy 
ossia dividendo tutti i termini per—2, 
da 
ad’x+da°—dy=—ad°x, 


la quale integrata in questa supposizione , che dy cioè sia costante , darà 
xda—ydy=Cdy—adx; 


e rinnovando la integrazione, si troverà l’ integrale cercato 


2 


z =CYy-axtC,. 


xl 


2 


2.° Si dia in secondo luogo la equazione 
xy(dad’y—dyd°x)=ydyde—fdf)dy—xdxdy?, 


nella quale né da nè dy si suppongono costanti. Essa può scriversi come qui 
appresso 
(tyl’a 4 yde-2dxdy)dy=ycdxdyt-ydfy)dy?), 
ossia 
. ada ì , 
yd ( sra ) dy=y edad°y+ydf(y)dy?). 
% 
Ci 


. . xda 
Mippongasi ora —— costante ; avremo 
Y 


vigò ; ada d°y 
rded’y+ydf(g)dy=0, ossia df(y)=— "è rà 


= . ada ; ; 
ed integrando nella supposizione di i costante, si otterrà 


ada 1 ; ITA 
fw= =. +€, ossia (f(y)—Cydy=adx. 
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3.° Finalmente si abbia i 


ddyda+x°4da—ad'y4dady=x dela 42°dyd?y, 


la quale equazione può scriversi come segue 


7 Ac 
x(dyd’ x 4yd'x)—x°d (2) x (dad*x+dyd?y), 
ovvero , dividendo tutti i termini per ws 
s dy ; 
dyd’x+yd'a—d (2 =dxdx+dyd°y. 
x 


d°y . a 
Supponendo — costante, risulterà 
x 


dyd'x+yda=dxd’x4dyd°y, 
che integrata darà 
dy__dx°+-dy° 
a i 


ydx + C 


334. Passiamo adesso alla integrazione delle equazioni differenziali di or- 
dine più alto del secondo. Sia 


d'y d'"y , 
da” ' Ù 


dx" 


de’ : d'y 
Ponendo np =v,sarà —, 
x 


I ; dv 
=; e perciò la (E,) si muterà nella — =dax , 
dx (LI 


f(0) 
della quale V integrale ci darà v=F(x,C). Quindi 
d''y=Fx,C)de"' , 


che si seguiterà ad integrare col metodo esposto nel numero 273. 


Così se si ha 
d'y d'y 
rima | (©) 
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È CY 
srà 2. =adx,2Vo=ax+C, = (240), e conseguentemente si avrà 
v 
; CY 
d’y= SETT o 


quindi, supponendo nella ultima delle formole (+7) dimostrate nel citato nu- 
mero 273 x,=0, risulterà 


(ax +0), x’ / ax aCx sN ae : 
“== sai — _—— asruneni (at C.. 
Y {(f a zio ta t)t-3+0046 


335. Sia ancora 
2 = d'y 
E, 
ZA). (E). 


d">y d"y dv d'y dv l 
Facendo 7ES =, donde — x = Sdi Te e sostituendo nella (E.) que- 
su valori, riuscirà 
d°v 
ge IO) 


la quale equazione s’ integrerà come la (E), e dal suo integrale si dedurrà 
v=F(x,C,C,), e conseguentemente si avrà 


d'’y=F(x, €, C) da”. 


Proposta per esempio la equazione 


d'y _ 
de & Y 
, d a n 
sarà Fo laginTi. dalla quale, facendo de=zdv, donde d’a=0=z0v+ 


dzdv . 
+dsdv, d'v=—-— , si otterrà 
& 
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Quindi integrando 


i li (Cx+C.)—a 
—-— dr AC, = sei aio a 
4 Cc Va+ € , Y( C 3 


e finalmente 
o (Ca -C,)°—a 
du=dx? I TIR N 
y=da"nf ( 7 


336. È tempo ormai che si passi alla integrazione della equazione 


a 1 d'"?4 dy DINI a) 
4 49,5 i taz RGSRESE — +. 4, cr +y= (E) 


nella quale i coefficienti a: , 4,,..., 4 rappresentano quantità costanti. Sup- 


ponendo 


F)aer+armitar+.. ‘ta, r+a=(r—-1)(rti,)... (rt, 


ed esprimendo con y(, x) una funzione arbitraria ma tale che non risulti in- 
finita allorchè in essa ad I si sostituiscono i valori è, , t,,... 4,0 qualunque 
altra quantità finita , facciasi (193) 


X(r,x).e7 
(7) 


) i 3 n AS È 
Prendendo inoltre m<n—1, pongasi 


ye n...(1). 


d(1,2) ©) r" DI 
3 dir ‘TWO =0...(2 
Saranno (201:(g37) 
LS da dar) 1 on 
dx Le > Tot de (FO) = tera IT 


Vice + PARLARE O 
tir op te” e E o 


EC, CC.... 
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dy(r,%) nz? La que? 
de TO TT 


ner Li 


ig Pa: 
dee ce x(r,2) ((FG))) P Èe 


d'y re r ta dy(r,x) Da 
de Ty TE de TED) 


Sostituendo questi valori nella (Z.) si avrà (196) 


rata) partita bart) pc ra) e __ 
TAO Ce a o) 


| ossia 


ey(r,x)E(r) £ dy(r,x) pr: _ 
a) + da (€) =f(): 


E siccome niuna delle due funzioni e”, x) diventa infinita qualunque dei 
valori ?1, î,,-..,0, sì sostituisca in luogo di r, perciò (198: 2.9) 


eXr,0)E0) 


& —0 


(UM) 
e conseguentemente 
dy(r,®) re: 
PS iti 


da (FG) =fx)...(3). 


Adunque alla equazione (E-) si soddisfarà per la (1), purchè la funzione 
X(7,%) si determini per guisa che vengano insieme soddisfatte le (2), (3). Ma 
essendosi preso m<n—1, e perciò m4A<n sarà (200: 6.°) per r—=c 


m 


r peri 
enc_alim.---— _ 29 
“((F())) rpartt...+a, 2 
qs r° 1 
Cr elim _—_ =lim —_— = 
“(Fr tua +... 4a, di a, 
Si verificheranno adunque simultaneamente le (2), (3) prendendo 
ada) 
€ de =), 


Vol. II. 


HA) 
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donde integrando si ricaverà 


x(ran)=Se"[(x)dx +9(1), 
in cui 9(r) rappresenta la costante introdotta per la integrazione. Ora chia- 
mando x, il valore particolare della a che rende nullo l’ integrale, e dino- 


tando con z una nuova variabile compresa fra x ed x, potrà eziandio esibirsi 
il valore della y(r,) per l'integrale definito 


Kr) | e IGH=+0). 


Adunque sostituendo questo valore nella (1) , risulterà 


| ; ev?f(3)dz 
(#7) 


790) 
(F (7) 


Tale è l' integrale completo della equazione (E-). Essendo poi g{r) arbitraria, 
si conterranno in questo integrale n costanti arbitrarie Q(i,), Q(#.),..., @(d,) : 
nè questo numero di funzioni costanti ed arbitrarie si diminuirà punto per 
la supposizione di m valori è, #,,--+) ©» uguali fra loro; imperocchè se 


y= +£ al 


FOT)" (im) i), 


certamente non avranno luogo le gl,), (i) ...,9(#), ma siccome (198:5.9) 
si ha 


FABER 1. A 
Ar TTT) 


PE e -i"gti; 40) 
1 (40) (++) 
= ee i 2 nai 
1.2...(m—-1) don 


supponendo dopo le differenziazioni 0=0, perciò invece di quelle, si presente- 


ranno le 9'(1,), 0")... PC). 
i Se si suppone /(x)=0, in guisa che si abbia 


d'y d''y d'?y dy ; 
Ta larga gr ero im ni =0,.. E, 
I pat pa tp. pai +ay=0 (5), 
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si ridurrà |’ integrale (7) ad 
e"e(r) 
= Er (I. 
ve Er) 


Eccone due esempii: 1.° Debba trovarsi l’ integrale della equazione differen- 
ziale di terzo ordine 


d'y dy dy 
—l —14 —— +64 — —96y20. 
dx? da? bi da d 


Saranno 
n=3, a =—14,a,=64,a;=—96, ((x)=0, 
Fr)=r?—14r° +64r—96=r—6)(rt—4). 
Laonde l’ integrale cercato cel somministrerà la equazione (/‘), si avrà cioè 
Ce e700) e"g(1) 
UR OI) 
Ma 


eo e"0(6) __ e5"6(6) 
((_6)}r_4)% (64) a 


1 Ce) 
( 
bicH r) __ 6—-2 na 


‘az 7 


1 
=; alzo) =7 evo(4)= 


1 1 fre 
dn ii a 
Facendo dunque 
i =( 4)=C if'gi 4 = 4) |=€C 
pe(0)= a LL )=l., 31% )t3% ) 3) 


otterremo 


y=e(Ce + Ca 4C,). 
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2.° Sta da integrarsi la equazione 


Saranno 
n=2,a:=0, a=—t,Frer—-?=r First). 


Per la qual cosa, si avrà 


DE e) f(5)dz 
eo 4 ge o 
(((r-+a)(r—2) (rt) 
Ma 
ee) e"glr) eo) eo) ee). 
CCrFAH) sai È ((r+i))(r—?) ci (+9) 2i Tp Zi? 


dippiù (252) 

Freno te gu 
(+) Ja +=] i» 
creside iso na, 


È 


* (GT) xo Trino) a, —2î x, 20 
Adunque 
Ce'- Cie 1 fx er 
—_ net, Di tnt) mm peri ET) z\dz. 
Y tano ge | AL Ù JIA) 


Se —î=a in modo che sia 
d’y 
ipmarei aAy[{X 
get) 
la equazione da integrarsi, sarà i=VaV/—i, e quindi l'integrale 


Cervi C, GTA 


y= lr a + TRA (° ea wav ga ((2 dz. 


Sostituendo ora in questa formola C+-C,V—1 a €, e C--C,y=1 a Ci, si ot- 


457 
terrà (109: (#°)) 
a Cerere SEA, Vetere + gv] 
ce 2VaV=i 


1 x 
glrsvavzi pa (ans)vevei PA dz= 
+mvaJl TO 


_ CsenxVa+-C,cosaVa 
= VE 


337. Vi ha un genere particolare di equazioni differenziali Zineari (in tal 
guisa si appellano le (£-), (E,), e tutte le altre nelle quali la y e le derivale 


1 (© — KAI 
+ Pf sentemay a -f(3)dz. 


dy d'y diy 
da’ da” da?” 
che sono state già da lungo tempo integrate da Eulero, da Lagrange, e da al- 
tri non pochi. La equazione la più generale che ammetta un integrale finito 
è la seguente 


. non oltrepassano il primo grado ) a coefficienti variabili 3 


| a, d" a,  d'?y Un dy a, ” B 
SS e Za o (E), 


Tai » “einen e re SIR 
da hatk deo (huh? dar: (hetk)= da (ha+k)" ne) 


nella quale non solo le a,, a,,.. <> 4, ma ancora lek, È dinotano quantità co- 
stanti. Facendo 


FOFII(IA)1-2).. (rent tar 1i—2).. (rant2)+ 
+akr(r-A)(r-2)... (an+3)+... +a,..hr+-a,, 
ed esprimendo con X(1,x) una funzione arbitraria la quale non diventi infini- 


ta allorchè ad r si sostituisce una qualunque delle radici della equazione 
F)=0, 0 anche un altro qualunque valore finito, poniamo 


_ plz) 00,0) 


(Pe) 


Prendendo poi m<n—1, si supponga 


(4). 


Chet)” dgr 7) 1A I@A—2)...(rt_m+ 1) o. .(3) 


da (A) 
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Saranno 
dy 
d: 


= C(hothrx(r, ) dA) € (hsr4 k)' sosti aa 


o) 
riti 


h*r(r—-1) dyrx) x) r 
x(n) ——- EG) 1 AE(he +) = GO) 


h'r(r-1) 
((F(r))) 


d' 
da* i = £(hx+h)" 


= Ext) ?x(1,8) 
ec. ec... 


d'y 


d'y hr(r—-1)(r—2)...(r-nt3) 
da? È 


(FW) 
hr(r—1)(r2)...(rmn+2) 
(FM) 
h'r(r-1)(r2)...(r-n+1) 
(C400))) 
dy(r, di r(r—-1)(r—2).. (rn+2) 
dx (im) 


= E(he4A (1,2) 


d'y 


CI = E (h+k)="x(7,2) 


d'a 
È4 gg) (08) È 


+1 E (he 4h)" 


Sostituendo questi valori pella equazione (£,), questa si muterà nella se- 
guente 


(he+k)"y(r,0)F(1) TREO dy(r,%) r(r-1)(1-2)...(r-n+2)_ 
(€: li AT I O AI 


e siccome niuna delle funzioni (he +k)"",y{r 3) diventa infinita allorchè in luo- 
go di r si sostituiscono le radici della equazione F(r)=0, perciò sarà 


(ha + ky"y(r,x) Fr) = 
EG) 
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e conseguentemente 
dy(r,x) r(r—1)(r-2)...(r-n+2) 


hrE(he+ bye PI, TON) 


={2)...(6). 


Si soddisfarà dunque alla (E,) per la (4), purchè y(r,x) si determini in modo 
che si verifichino simultaneamente le due (5), (6): ma essendo (200: 6.°) 


gta 2)...(r_m+1) op EDe3. S ii 

((Pim)) (7) 

le (5), (6) si verificheranno col prendere 
fe gi 
(hke LE Lita); 
da 
donde 
va 
x(r, 2)=R | _(Ie+ EMA). 
Quindi : 
vol 
f ad a NETTI (T = sa) 
cHe then) hE sor (i faz (1) 
Y=zu 7A, I " 

“ (FO) (i) 

sarà } integrale completo della equazione (E). 
Se fix)=0, in guisa che si abbia 
d'y. a, d'y a, d'’y On dy ay — 
dat ha+k dae (hat kh)? da"? Testa ian (hx+k) re) 
si ridurrà l’ integrale (/”) ad 
he t-kYo(r ; 
ag SETE) pi ); 
(i) 

il quale perciò sarà l’integrale completo della (£..). Soggiungo i seguenti 


esempii : 
1.° Debba integrarsi la equazione 


d'y 3 dy 6 dy 6y_1 


dr © deeVa” de x 
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Qui si hanno 


1 
n=3,a=—3,4,=6, as=—6, h=1, h=0,f(0)= ec, 


Ar=rr—1)(r-2)_8r(r_-1)t+6r—6=(r-1 r-D(r—-B), 


“a 
eds 
x 


(CDI) | 


e perciò sarà 


sa vor) 
=== 1 


L'ON) 201) a x°9(3) 
ara IT 


x 
{ ez'ds : 
» IX me Ape 

Sa ces { da — 574 cdl ) e 


EN) 7 I 3 2 
ET —_]! 2 A_L a d_d = 
rig E L "sia 3157 Ire) 
Di a x w de a? + 23 
2 O) 4 ro 400 
Ponendo dunque 
3_ Sd o(3 
VI +E0e, —g(2)=C,, 10) =0,, 


si otterrà 


pu Ù sal 1 2 1 5 
tot (a 


per l'integrale della proposta equazione. 
2.° Faccia d’ uopo d’ integrare la seguente equazione 


d'y 1 dy 
la 


Y 
(c+1) 


+—_=f0. 
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Saranno 
n=2, af, a,24,h=1,k=1, 
F@)=ro-1)ort1=r—-2r41=(r-1); 
e quindi 
YI G+S 
sens +1 f C+ 
(([r-1}?)) (([r-1]*)) 
Ma 


ET ile) ATEI crete), 
STEDSO_ sl [o(1)l'(0+1) 4-91) 4-1) 


(+1) f _ +1): 


fi 
(SEA ((r—1]5) a d6 [ge 
=(+1){ (me 


Adunque se con € e €, rappresentiamo le (1), (1), ! integrale cercato 


sarà 
o 1\. 
y=(x+1)[ CX Li ) fatt: 


338. Data la equazione 


d'y i d'y de? Y 
FRA N ' ig r&g ta -t4,: 2 Lay+ 


(E..) 
dz b dr: 5 b dr? 5 b di b , 
1 a * dro gta Sf 
T nr FuEsIRA dar? Fe + i da fr 1 ) 


tra le variabili x, y, 5, ed espressa con Y una funzione indeterminata della 
quantità x, pongasi 


Vol. I11. 56 
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dz ds dr dz 
td Tar +, race t seetdia ba 
risulterà (E..) 
d'y d''y d'=y dy a 
dr” +a; dae iena + santa da +ay=f(x)-X- 


Ora integrando queste due equazioni (E,.) col metodo del numero 336, la 
prima ci darà s=F(x,y) , e la seconda y=F (x,y), per le quali evidentemen- 
te si soddisfarà alla (£,:), a siffatta equazione cioè soddisfaranno infinite linee 
a doppia curvatura. 

Che se la (E,,) dovesse riguardarsi com 
una superficie curva , facendo in essa prima 


e una equazione appartenente ad 
z=0, e poscia y=0, si otterreb- 


bero 
d'y dry "74 dy 
—_+ai n Pepi PAY] 
TR: a ne +a de: +...+ de y=f.a), 
d 1 1 1 Coe 
"5 d" 5 O: dz 
Se bi — +6, —— +...+b.. 7 +Le=/® ; 
dx" È da’ da” da fa); 


336) darebbero due equazioni appartenenti alle comuni 


e queste integrate ( 
iani coordinati XAY, XAZ. 


intersezioni della superficie con ì p 


CAPO XV. 


DELLA INTEGRAZIONE DI ALCUNE EQUAZIONI DIFFERENZIALI PARZIALI. 


339. Le equazioni differenziali finora considerate chiamansi fotalì ri- 
spetto a quelle che non contengono che una è più derivate parziali (174) di 
una funzione = delle variabili indipendenti #,,65---, e che perciò si ap- 
pellano equazioni differenziali parziali. Anche le equazioni differenziali 
parziali si distinguono in ordini come le totali, e di primo ordine si dicono 
quelle nelle quali le derivate parziali sono tutte di primo ordine, ec. cc... 

Ciò posto, considerando primieramente 2 come funzione delle sole due 


variabili x, y in modo che sia 
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e conseguentemente 

dz dz dy d: dzdr dz dz dz da d,3 dy 

de ° dy da de de dg dy dy de dal dy di 10) 
propongasi ad integrare la equazione 


MZ 4NZ=P..(p'), 


nella quale M, N, ? sono funzioni delle variabili x,y e s. Dinolando l'in- 
tegrale della equazione (p’) con 


XL, Y> 3330...(p") 
paragoniamo la siessa ‘)’) con la prima delle (7), avicino 
N dy P dz 


MU de MT da 


, 


e perciò 
Mdy—Nda=0, Md:—Pda0. 


Se queste equazioni possono integrarsi (poichè essendosi supposto chele Mf, N, 
P esprimono funzioni delle variabili +, y, <, non sempre potranno ad esse ap- 
plicarsi i metodi spiegati sopra nei numeri 300, 301, e seguenti) rappresen- 
tando con u, «i loro integrali, si avranno 
u=tC,u=0,: 
quindi 
a=l(3,0,C,)=f, y="f1.(3,C,C.)FÉ,, 

e sostituendo questi valori nella (p‘), 

f i ru 

x, f, PO. . «(p La 

Ora se = non sparisca da se dalla (p'), di necessità dovrà 3 riguardarsi co- 
me costante: ma ciò non può ammettersi; adunque sparirà 3 da se dalla (p'’'), 


© per conseguenza questa stessa, (p’’’) si trasformerà nella 


1:(0,€.)=0, ossia nella yu, ,)=0; 


- 
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laonde sarà 


u=9(u,), o anche u:==0(4) 
Se la (p') si fosse paragonata con la seconda, o con la terza delle (p), si 


V integrale cercato. 
sarebbero nel primo caso ottenute le equazioni 
Ndz—Pdy=0, Mdy—Ndx=0 


e nel secondo 
Md:—Pda=0, Nd:—Pdy=0 


Passando agli esempii si dia 1.° 
agri nas. 


dy 
{=y, Pa, e perciò 
d. dz d 
A — — 4 c 0. 
X 


Saranno M=z, 
xdy—yda=0, adz—asda=0, ossia = — —=0, 
yY 


- 
” 


Queste equazioni integrate daranno 


Y 3 ' CUR Y 5 
(A), (I) (C.), cioè ast uan 


e conseguentemente 
1 
s=r9 (£ 
x 
2.° Sta 
d,5 dz 
xy D 0° = y°. 
i dy de — 


Saranno M=—x°, N=xy, P=y", per la qual cosa 
x’dytaydo=0, x°ds4-yda=0 


delle quali la prima si trasforma nella 


d 
= +2 — 2 =0, che integrata da ay=l=u 


Y 
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vm 


sostituendo quindi nella seconda — ad y° , risulterà 
pr: 


; C°d 5 
cds ==0, ossia dz + 5 i 
x 4 2 
donde 
C° ci 
z— 35 =(/,, ossia 5— da day 


e conseguentemente 
z 


_Y_ 
Fi 3x xy). 


3.° Si proponga eziandio la equazione 


5 
y =YZ. 


da 
Qui M=y°, N=0, P=y3; e quindi 


dy=0, yd:—zdx=0. 
La prima di queste somministra y=C=w, e perciò la seconda si muterà in 
C—- —de=0, donde y/(2)x=C=u,, 


e l’ integrale cercato 


sla) 
4.° Finalmente si abbia 


hd 
Pa 


d,5 
Li —_ il). 
Li de A dy . 


Ponendo M=x, N=3, P=—y, avremo 


rdy—sda=0, xd34+yde=0. 


= da csi 
Eliminando — da queste due equazioni , otterremo 
x 
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ydytzdz=0, donde y°+ =°=(=u. 


Prendendo ora il valore di y=VC—=, e sostituendolo nella wdz+yde=0, 
questa si muterà nella 


cei . dz d 
xdz+deVC—===0, ossia nella = + ani 0, 
ag x 


della quale si ha ? integrale 

arc (sn= da) +l'(a@el.=u.. 
Quindi 

are Ca sa) +l'(e)=0W° +22) 


esprimerà l’ integrale della proposta equazione. 
340. Considerando ora = come funzione delle tre variabili x, 4, 4, in 


modo che si abbia 
d.5 dy5 d,5 
ls= — dex] —d — dt 
Ù da Cra di” 


donde 
ds, d,5 dy ds dt ds 


da dy de ' di de da’ 


dz de dz ds di di 
da dy dy dt’ dy  dy 


dz de , d,5 dy dz dz 
de di dy d'd de 
ds der ds dy dz de sui 


d'a di ds de ds 


proponiamoci d’ integrare la equazione 


d5 d,5 dz ui 
tag +P ad ) 
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nella quale M, N, P, @ esprimono funzioni delle quattro variabili x, Yz, £. 
Supponiamo che ?° integrale della (p”) sia 


x(1,42,0)=0...(p"), 
e paragoniamo la (p”) con la prima delle (p'"), avremo 


N_dy P_U Q dz 
MU de Mo de M_ da 
e perciò 


Mdy—Ndx=0, Mdi—Pda=0, Mdz—Qda=0. 


Cercando d’ integrare queste equazioni, per la qual cosa più che i metodi già 
conosciuti ci gioveranno e la industria e la riflessione, dinotiamo con u, u., «> 
gl’ integrali dei loro primi membri, avremo 


u=C, u=0,, u,=C,; 


quindi poi si dedurranno 


a=f(3,C,C,,C,)20, y=f(3,0,C,,C)=0, i=h(e;0,CaC)al 


sostituendo questi valori nella (p”?), si otterrà 
Xf,02f0..(p1%, 


dalla quale deve sparire 2 da se, altrimenti 2 dovrebbe necessariamente es- 
sere costante, la qual cosa non può supporsi; adunque la (p') si trasforme- 
rà nella 

x:(C,C,,C,)=0, ossia nella y, (uzu,,u)=0. 
Laonde il cercato integrale sarà 


u=op(u,U,), ovvero u,==9/,u,), o anche u,=9(u,0). 


Paragonando la (p”) o con la seconda , o con la terza, o con la quarta delle 
(p"), si otterrebbero nel primo caso 


Ndx—Mdy=0,Ndt—Pdy=0,Ndz:—0dy=0, 


nel secondo 
Pdx—Mdt=0,Pdy—Ndt=0, Pds—Qdit=0, 
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e nel terzo 


Odx — Mdz=-0,0dy—Ndz=0,0dt—Pdz=0. 


A fine di dichiarare tuttocciò con un esempio, proponiamoci d’integrare 
la equazione 


d.£ 
8 


; d, dz 
e ++) ++ 7 =y+L. 


Saranno M=x,N=3+t,P=2+y,0=<y*+{, e quindi 
xdy—(s+-t)dx=0, xdi—(z4y)da=0, xd:Ay+i)da=0. 
Sottraendo dalla prima la seconda, si avrà 
x(dy—di)+(y—t)de=0, donde x(y—t)=u; 
dalla medesima prima sottraendo la terza , risulterà 
x(dy—dz)+-(y—2)dx=0, da cui (y—s)=%.; 
sommando finalmente tutte e tre le equazioni, si ricaverà 


Y+I+z 


x(dy+dttdz)—2(yt(+2)dx=0, e perciò z radon 


Adunque l’integrale della proposta equazione sarà 
y+i+z=a0oxcy—at,xy—xz). 


341. Considerando di nuovo z qual funzione delle due variabili a, 4, 
propongasi ad integrare la equazione 


dz d,5N 
r(305, pri; tro. =0...(pr"). 


Ponendo per compendio 
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sì risolva la (p'’) per rapporto a 2/,, e sia 
3' = F(£,4,3,3.)=F....(p). 
Differenziando questa equazione per rispello ad x, y, 3, € 2°., otterremo 


dz',=Mdx+Ndy+Pdz4-Qd' — 


(P') 
=Mdx4+-Ndy +-Pdz4 0(d,2',4-d,3'.4d.3' ). 


Ciò posto, la equazione (339) 


danze! dy=0...(p*) 
dà (319: (e;)) 


d,z', «ds, d.3, ds. 
==’ (LZ =Pp 
da + da dz vs ds? 


se nella (p!!) sostituiamo questi valori insieme con quello di 2’, dato dal- 
la (p?*), ricaveremo 


d',< d3'., d.5, 
0 (0A PRA MO. (per), 


la quale equazione ci darà (340) 2‘, in funzione di x, y, 2; sostituendo que- 
sto valore nella (p'*) si otterrà quello di 2’, anche in funzione di x »V, Zi. 
Ora se i valori di 2‘, 2‘, si sostituiscano nella (pi), questa stessa (p*7) si tra- 
sformerà in una equazione differenziale ordinaria, la quale integrata (321) 
somministrerà |’ integrale cercato. 

342. Passiamo adesso ad integrare la equazione di secondo ordine 


dl, z d°,5 


do 5 
e SEE ho = Ve (pE 
dx? ti pa dy° [0x9 p ) 


nella quale a, 6 dinotano quantità costanti. Si preuda una quantità indetermi- 
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nata «, e si ponga 
dz d,z 
pae QI f...(937); 
op (p”) 
risulteranno 
ds ddz df dd, dz di 


a 


__ 


(0 Ci reg pet gl edile —— co. 
dai T° dedy de dady "° dy  dy° 
e conseguentemente saranno 


dz di dd: dz bdf bdds 


— — — 


i ——_, dD = î 
da*® dx * dady” dy°  ady adady 


Sostituendo siffatti valori nella proposta (p7), questa si mulerà nella se- 


guente 
df  bd,f DN dd, 
dg” (i) MELILLA, 


la quale supponendo 
b 
a-n— -=0...(pî7), 
x 
si ridurrà all’ altra 
df  bdf 


Mage REESE (pari), 
mega =f2,4). (pere) 


Ciò posto, sì dinotino con 4, &, le due radici della equazione (p*’7) di secondo 


rado rispetto ad a, sarà, com'è noto dall’ algebra , a,a,=b0 ; laonde, po- 
nendo nelle (p"), (p37!") a, in luogo di a, sussisteranno 


d,5 d d.f 
—- ta, LP =f 
L 


dt zi XVIII 
d dy "a ta, riali lee ) 


quindi si avranno (339) per riguardo alla prima delle (p*71!) 
dy—ra.da=0, dz-—fdx=0...(p*'*), 
e per rispetto alla seconda 


dy—a,da=0, di —f(x,y)de=0.. (Po). 


È 


Dalle due (p*%) noi abbiamo 
g_ax=C, fSfix, C+a,a)da=l": 


per cui, ponendo Sf(x, C+a,x)de=y(x, C), si avrà (339) f--y(2, (i 
=@(Y—a,x), ossia 


fey(e, C)+to(y—aa)=y(2, usa) +o(y—a,x).. (pr), 
Dalle due (p*'*) risultano 
ya, a=C,,z-Sfdx=C',; 
donde (339) =— SJfde=9;(y—,2), e conseguentemente 
s=S ya, C+aata,a)de+So(C +a,0—4,0)de+-9.(4 74,2). 


Ma 
SEC +ar-aa)de=1(C +a,a-a,a)=1(Y—a4.9): 


adunque , facendo uso dell’ arbitraria 9 invece dell’arbitraria L, il cercato 
integrale sarà 


z=Sylx, Cota a—a,x)da+9(ya,x)+0(4ax)...(pesn). 
Se la equazione di secondo ordine ha la seguente forma 


dz ,d°,5 
n i 0... (pra 
da € dy” (p h 


che è quella che si considera nell’Acustica perché appartenente alle corde vi- 
branti, sarà a=0, b=—c°, f(x, y)=0; e perciò a,=c, a,=—c, e dippiù ri- 
sulterà=0 la funzione X ; quindi la (p**") darà per 1° integrale della (pax) 


3=0(Y+02)+0,.(—c2). 


Volendo dar termine a questo capo, e con esso alla teoria della integra- 
zione delle equazioni differenziali, ben mi accorgo che io in ciò sarò forse 
nolalo d’inesattezza, mentre moltissime cose tralascio che per un corso com- 
pleto di calcolo integrale non solo sono necessarie ma del tutto indispensabi- 
li. Però una doppia scusa credo di potere addurre in mezzo che per gl’ impar- 
ziali miei lettori avrà certo un qualche peso, ed è che scrivendo io non par- 
ticolari trattati di matematiche pure ma sibbene un completo corso di esse , e 
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questo per gli alunni del nostro Collegio, i quali , come fin dal principio feci 
notare, terminano il corso in tre soli anni, riuscirebbe primieramente im- 
possibile a me il potere il tutto comprendere in questo terzo tomo che pur 
deve essere l’ ultimo, ed inoltre a’miei scolari inutile sarebbe tuttocciò che io 
potessi d’ avvantaggio aggiugnere, non potendo essi al certo in sì breve spa- 
zio di anni dar opera ad un corso di matematiche che fosse più lungo. Pertan- 
to ad essi, ove pur volessero negli anni appresso seguitare lo studio delle 
matematiche, e particolarmente del calcolo, non mancherebbero autori clas- 
sici cui poter consultare, fra quali i modernissimi Cauchy, Moigno , Caraffa, 
Tortolini , e massime il primo di questi, il quale per mezzo del suo nuovo 
calcolo dei residui è giunto a delle belle ed importanti scoperte non solo nelle 
Matematiche pure ma eziandio nelle applicate. 


CAPO AVI. 


DELLA QUADRATURA DELLE SUPERFICIR CURVE. 


343. La equazione della superficie curva sia 


nella medesima superficie poi si considerino due punti uno fisso (0, Yo» Z0) » 
l’altro mobile (x.Y,2): pel punto (20; Yo, 20) Si facciano passare due piani uno 
perpendicolare all’asse AX, l’altro all'asse AY; dippiù pel punto (x, y, £) Si 
conducano due altri piani similmente perpendicolari uno all’ asse AX, l’altro 
all’ asse AY. Questi quattro piani secheranno la superficie (a) lungo quattro 
linee curve, ed il piano coordinato XAY lungo quattro linee rette: la parte 
della superficie chiusa fra quelle quattro curve, perchè funzione delle , y , 
si rappresenti con gx, y); e l’area terminata da quelle quattro rette si dica 
U, la quale per essere perfettamente rettangolare, sarà 


(a_x0o)(1_vo).-(0)): 
il rettangolo U è la proiezione ortogonale dell’area g(x, y) sul piano XAY. 


Supponendo inoltre che le coordinate 2, y ricevano gl’ incrementi Ax, dy, 
esprimeranno 


A.9(x,4), AU=(y—y)Ax...(a") 


gl’incrementi delle aree 9(x,7) ed U relativi a Ax solamente, e 
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A,A,9(£,9), AA U=AyAx. i (a! 


saranno gl’ incrementi delle piccole aree (a'’) per rapporto a Ay. Conducasi 
ora alla superficie (a) nel punto (x, y, 5) il piano tangente, e sia 6 l’angolo 
che esso fa col piano XAY; s’ intendano poi condotti pel punto (r-+Ax, 
Y-+-Ay, 3+Az) due piani uno perpendicolare all’ asse AX, l’altro perpendico- 
lare all’ asse AY; finalmente questi due piavi insieme con quelli che si sono 
fatti passare pel punto (&, y, 2) si concepiscano prolungati fino a secare il 
piano tangente. Se il quadrilatero formato nel piano tangente da queste 
quattro sezioni si dinoti con v, per essere la seconda delle piccole aree (a’”) 
la proiezione dello stesso v sul piano XAY, sarà (289) 


AyAx=vcos 0. 


Ma si hanno evidentemente 


A,A.0(x,4) _I 


A dl 
ba A, «Q\LY) —1, lim — —=sec0. 
v vcosì (OS 
Adunque 
a (Cn d (el 
li A,A x,y) lim \ Aa / = _\_da 7 = dARI) 
MITTATA sii Ay oa dy ua dyda 
Quindi 


la 
d, (Son) ==sec0dy, 
dx 


ed integrando per rispetto ad y, si otterrà 


sec0dy. 


d.0(x,4) —d,9/1,Y0) i ID 
Yo 


da 


Dippiù scrivendo questa equazione come qui appresso 


d.{o(2,y)—0(7,4,)]= | ; secidydx, 
J Yo 


ed integrando per rispetlo ad x, si avrà 


al 


x 


"4 
(1,7) — P(d Yo) TP(LY)H0(£0,40)= | P | gra, 


to, 
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Ora annullandosi l’area (a’), si annulla per conseguenza l’area (x,y): e sicco- 
me l’area (a') si annulla allorchè in essa si sostituisce xo, 0 Yo ad x, 0Y, per- 
ciò saranno 


(x, yYo)=0, (0,4) =0:9(%0:40)=0 . 
Adunque 


q(x,y)= ( È |” secOdydx...(a!); 


«I ve o 


e riflettendo che 1’ angolo 0 è uguale all’ angolo che la normale N alla super- 
ficie nel punto (x,y,2) fa con l’asse delle 5, perchè, com’ è noto dalla geome- 
tria, l'angolo di due piani è uguale all’angolo che le perpendicolari a questi 
piani fanno tra loro, sarà (225) 


ae i | dzN° daN? 
serzset=3=NI DE () +) ; 


e conseguentemente 


RETRO: ZO 


344. Avendosi (343) 
A,A.9(£,9) 


lim = =se00, 


1 
AyAx così 
certamente dovrà sussistere la seguente equazione 


A,A.92,Y) 
LI see B.+P,, 
AG secd+E.+E, 


dove 8., £, dinotano due quantità infinitesime , delle quali la prima converge 
al limite=0 quando si prendono i limiti per rispetto ad x, € l'altra conver- 
ge al limite =0 allorchè si prendono i limiti per rapporto ad y. Ma si ha 


A,A.9(2,9)__ ù Ax 
AyAx Ay 


passando perciò ai limiti per rispetto ad y, sarà 


dA, 
Loi sotg,, 


e conseguentemente la prima delle piccole aree (a'” verrà espressa per 


4 


A q(e,y)=Ax j (sec0+B,)dy.. (a). 


Yo 

345. La superficie (a) venga ora secata da due piani perpendicolari al- 
l’asse AX, dei quali il primo corrisponda all’ ascissa x, fissa , e l’ altro all’ a- 
scissa variabile x, e da due superficie cilindracee, delle quali le generatrici 
(190°) sieno parallele all'asse AZ, e per conseguenza le equazioni espresse 
per 


y=I(x), y=F(x)...(70), 


supponendo F.(2)>H) : verranno così segnate sulla superficie (a) quattro 
sezioni curvilinee, le quali termineranno una parte della superficie medesima , 
la quale parte per essere una funzione dell’ascissa x potrà esprimersi per J(x). 
Proponiamoci pertanto di determinare il valore della L(). A tal fine si con- 
ducano due piani perpendicolari all’ asse AY uno per la estremità della or- 
dinata F(x), e l’altro per la estremità della ordinata F,(2-4-Ax); si conduca 
pure per la estremità dell’ ascissa x--Ax un altro piano perpendicolare al- 
l’asse AX: questi tre piani insieme con quello che qui sopra si è condotto 
perpendicolarmente allo stesso asse AX per la estremità dell’ ascissa & , seche- 
ranno la superficie (a) lungo quattro linee curve , e la espressione della pic- 
cola area terminata da queste quattro linee curve sarà (344: (a”)) 


F,(e+Ax) 
A-f (sec0 4-6. )dy. 
Fa) 


Paragonandola con la piccola area AL(x) avremo evidentemente 


i mi dt) 
lim. EC an 2. 
» "° sec0dyd: 
Ar fio (sec0 + 6. )dy ia secOdyda 
Adunque 
ca F,(a) fe A F,@) . 
d()= | E) secbàyae,t(x)= { .) FA) sec0dyda. Hoap 


346. Per mezzo di questa formola facilmente si passerà alla quadratura 
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di una superficie generata dalla rotazione di una curva piana intorno all’ asse 
AX. Si concepisca la curva generatrice nel piano XAY, e si ponga la sua equa- 
zione essere 
u=F.(x).. (a); 
esprimerà (176°) 
2 _L-2___E2 a 
Y+2°=F:°(x).. (ax) 


la equazione della superficie generata ; donde 


— — ————___m, 


e conseguentemente 
div? (INN _ VIFFTO. 
do= 1 — sos }= OLII F(x)..(aN), 
sec VI #0 3) +( ) ti wrar (1)...(at) 


Per la qual cosa, supponendo nella seconda delle (a”) F.e}=0, la parte della 
superficie (a) compresa fra i due piani coordinati XAY, XAZ, e fra due al- 
tri piani perpendicolari all’ asse AX, corrispondenti il primo all’ ascissa ro, € 
l’altro all’ ascissa #, potrà esprimersi per 


F,(a x C(F(M)VITE (1) 
L(a)= f î { Ce ( ; | i IEEE, F.(a)dydx= 


a F,(a) dy 
= 3(2)F;(x)d ( tiizhy 
{VP (a)F.(2) “li a 


Ma essendo 
per (= 7) 
—__ —__ e=arcl sen= —— }+C, 
J VFE)yY F() 


(3 dy 
do VF:aTy 


si avrà 


La 
—arc(sen=1)—arc(sen=0)= 3) 


inoltre indicando con v la normale alla curva (a”*) si ha (122) precisamente 


VI+F (a). Fay. .(a). 
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Adunque 


hi 
L(a)= 3f — vdo...(aX1n), 


347. Per mostrare l’uso di questa formola con un qualche esempio, pro- 
pongasi la equazione 


n? 
V+?= (mx, 
m 


la quale appartiene (176**.263‘*) alla superficie del solido generato dalla ro- 
tazione della ellisse 


u=F,° (0)= on (m°—-2°) 


intorno all'asse 2m. Sia primieramente mSn: facendo 
IÙ 


m'n?=zre?m?...(a3!7), 


si otterrà dalla (arr) 


n a! } n Pa? DIGI UE 
y= RA ZENIIANI 14 — =-A/ mr | 
n man’ —x "_g?) 
en 
ela gi Daf (E pes 
mm m 


e quindi 


Ma (291) 


LINEE) rinfta/(E-)]- 
TV "| 
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Adunque sarà 


pie ifenf(E-0 a efnz/(#-2)}-] 
“i 
ai Marcea=Laf(£-s)}}.| 


In secondo luogo si supponga m< : facendo 
n°-m°=c2n?.,.(am1), 


si troverà 
n ta 


= varca V(t+,; erro sOVI Cli +)= 


e perciò 


Ten cx mi 
Li(a)= 3 né { ICI (3 ta ) sE: (arr), 


Ma (292) 
ar 2 
m n 


i 


ed nn 
(ana NE del gi ì 
a N PL=4:ITVT. XL 330 = cs 
da pt 2 cin? 8ce?n? | 
XA 


di: 


mi 5 
1 4 Lo e -TLo 
m 2 
—- X mint l 
°° Ven +0 + 8c°n° mai . 
Lot Pi -+ o 


Adunque 
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on mi J 2 
na cen mi 4 pra 
+.(@=#7 i @ La ti Dei 
c'n° 4e'n? VA 4 
m 
xt <a 
cn 
= s (axix) 
m 
2 
P_i Lai cin? +% 
se TC - 2 
E pai DT PRENT VA me 
dot Nm) + 07 


e dalla (a) 


se tutta intera la superficie del solido si chiami S , si avrà nel primo caso 


en cm m' mn n 
SB È ( de ala È 
n malo denf (© x ) 2xn°' +2 o are (co 2) i 


e nel secondo ‘(ax*) 


en fm m' mi (1+c 
s=8r Î i » \azanpe e( 
i 2m° 1 0 DI V(#5 ni ) co c (E) 


GAPO NVII. 


DELLA CUBATURA DEI SOLIDI. 


348. Ripigliando una delle due superficie cilindracee considerate sopra 
(345: (a”), proponiamoci di trovare la solidità del volume v terminato dal- 


x 
la medesima superficie fino ad una data altezza a, e dalla base 3=( yda 
TL, 


compulata nel piano XAY da x, fino ad 2. 
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L’'ascissa r diventi x-+-Ax; l'incremento Av, ed il parallelepipedo ret- 
to ayAx daranno evidentemente luogo alla seguente equazione 


Av 
lim. tacnai == da 


ayAx — aydx 


quindi si avrà 


a 
dv=ayda, e v=a f yde=aX ... (5). 
Li, 


[e 


349. N solido © si supponga ora terminato in un modo qualunque : per 
la estremità dell’ascissa x si conduca un piano perpendicolare all’ asse AX, il 
quale sechi il solido, e l’ area di una tale intersezione , perchè funzione del- 
la x si dinoti con fx): sopra f (x) come base si concepisca formato un cilindro 
retto avente per altezza Ax, il quale perciò (348: (s)) sarà in solidità espres- 
so per f(®)Ax. Si darà manifestamente luogo alla equazione 


. Av dv 
lim. —— 


fia Ax fade a 


adunque sarà 
SE 
b=fia)de, e = | {(e}dx...(8'). 
Je, 
Per ciò che riguarda l’area piana f(x), essa si determinerà mediante le cose già 
dette della quadratura delle curve. Si voglia per esempio trovare la solidi- 
tà dell’ ellissoide (263**: (4,)) 


3° y? Hola 
—P_+4=1l. 


n m 
l’area /(x) sarà ellittica (207); a questa ellisse apparterrà la equazione 
x 


aù u' y 
-, Osa TTT +Po——T=!, 
mo f x° 3 x 
piic— nf 1- — 
\ mi m' 


e conseguentemente i semiassi 


vyf(1- 2): nf(1- lo i 


gr 4 
Fiac 
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Quindi si avrà (291) 


x 
f(@)=np la. ; 
ni 7 4 d q VE: FE ta " 
mio È i a=mmp | 7-47 tetra cea(8%). 


Ora se si facciano x=M, a,=—M , risulterà la solidità dell’ intero volume V 
dell’ ellissoide espressa per 


V= - mnp. (81). 
350. Sia il solido v terminato dalle due superficie curve 
soLo(2,4); =Y(09). (89); 
dalle due superficie cilindracee 
YofT(2),y,=Î,(2)...(8"); 
e dalle due superficie piane 


Xo="0o,) Up) : 
sarà (289) 
y, 4, (3, 
[= \ (s, zo )dy= | J dzdy . 
dio «/ I, Fo 
donde 
Li SO 
ua { n (320) dyda= () ‘| i | dsdydx... (912). 
Lol Iod % 
3514. Proposto un altro solido v, terminato dalle due superficie curve 
Zo=to(%, Y)., VAIO Lille RIGZIA 


dalle due superficie cilindracee (s”), e dalle due superficie piane ($”), avremo 


= IL a. —L)dydx. 
To. 
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Per la qual cosa, se tra le rette Z:—Z,;, z:—-2o parallele all’ asse AZ, ed in- 
tercette la prima fra le superficie (s”), l’altra fra le superficie (s'”) , vi ha 


A 
un rapporio costante z , per essere 
A v 4A 
4LL= pls): sarà pure —= p' (819). 


352. Nel piano XAY s'intenda descritta una curva 
y=F(x)...(55), 


dalla cui rotazione intorno all'asse 2.X venga generato il solido v : la interse- 
zione f(x) sarà evidentemente un cerchio avente il raggio =y; laonde 


"a 
fa)=ny, ever | yde.. (51). 
x 


o 


Così, per esempio , avendo nel piano XAY descritta una cicloide il cui ver- 
tice stia nella origine A delle coordinate, e la base sia secata in due parti 
uguali e ad angoli retti dall’ asse AX, sarà (294) 
y'de=(az+asenz) d(a—acosz)=a(a' 2° +-2a*zsenz4-a*sen'2)senzds= 
a5(2°senz+-2zsen'2+ seni z)dz; 


donde 


v=ra? | (3’senz4-2zsen'z+sen'2)dz. 


Ma si ha (238: (a'’). 109: probl. 2.° 267) 


Sz°senzds=Bzsenz— (3° —2)coss +0, 
1 
2Szsen'2d:=S (1 —00822)ds=Szd3— cad 3008234, 2g= 


z° Z 


i 
“n pg sen2z— 7 cos2z4+-C, 
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Ssenzdz=— (sen +2)+C. 


Adunque 


i 1 1 1 
v=ne(3 +2(2senz — g5en22—z0082) + cos(4—sen?z) — 7 cos2z — 


(s11) 


a 


1 1 1 
E 5 —3o(2senzo — 3Sen2zo 000850) —30088o(4—sen°z,)+ z cos2z, ] . 


Ponendo z,=0, z=7, sarà la solidità del volume V generato dalla rotazione 
della cieloide intorno al suo asse rappresentata per 


Vera? (F -3) ; «{sg10), 


Ma volendosi la solidità del volume V generato dalla rotazione della ci- 
cloide intorno alla sua base, supposta la origine della cicloide in A, dovrà 
concepirsi la sua base situata lungo l’asse AX. Abbiamo poi in questo ca- 
so (124. 294) 

y=a(1+coss), e=a(m—s — senz), 
e conseguentemente (54**:(25)) 
y°da=0*1 +-cosz)'d(r — =—senz)=—a8(1+-cosz)}d:= —8a*c0st!:zd= : 


per la qual cosa sarà 


di 
v=z—Bai7 | cost:zd3, 


5 


Ma (267) 


Lia senz n i 4 9.4, 5 5 
Scosttzdiz= (covieticniet io cos;s ) +77. +C, 


6 


e quindi 


: senzz a dò 5.4, dz 
Scos'!zdz= - (000243 costs "> csì) Lu tC. 


Adunque si avrà 


464 
senzz 


gal Sx 4 5.4, 
v=— arl 2_{ cosstz-4- cos7z - (0825 | 
3 ; va 4.2 


SenzZo La dt (2° Zo 
PRO 3 COS "aborti g008 zo t A. +% 2732 i 


Prendendo ,=7, s=-— 7, avremo il solido generato dalla rotazione della 
cicloide intorno alla sua base espresso per 


(837) 


V—=5alr®...($). 


353. Aggiungo i seguenti esempii per maggiore esercizio dei giovani. 
1° La curva generatrice sia il cerchio x°+y*=R", ponendo 2,=0, 
sarà 


x | i 1 
v=7T { 5 (R°-c°)der=nx (13 p° ) =na| - 3 (R°-9°)] —î alapzaye 


il volume del segmento sferico compreso fra due piani paralleli, dei quali uno 
passa pelcentro della sfera. Facendo «=, avremo la solidità della metà 


2 4 
della sfera espressa per 3 mR, ed il doppio 3 aR3 sarà la solidità dell’ intero 


volume della sfera. 
2.° La curva generatrice sia la parabola y’="2px , ponendo a=0, sì 
avrà 


» a 1 . 
v="p | 2xde=wpr°=7 7Y *: 


€ 


il solido cioè generato dalla rotazione di un arco di parabola , compreso fra 

il vertice ed il piano condotto perpendicolarmente all'asse della curva alla 

distanza x dal vertice, è uguale alla meta del volume del cilindro circoscritto. 
3.° La generatrice sia la curva y=Ax°; ponendo x=0, si troverà 


“IT 2051 1 
verA? | xdr=rnA° SR 
o 2a+1 2a+41 


ny x: 


sarà cioé il volume del solido di rivoluzione al volume del cilindro circoscritto 
come 1:2a-+1. 


4.° La generatrice sia la logaritmica y=ba" ; supponendo x,=0, si ot 
terrà 


* 


dar vb'e f ne 
oh eda: | a 1 |) —— (y_b). 
var | ba da o) a ) MIO, (4 ) 


354. Oltre la curva (s*) si descriva nel piano XAY un’altra curva 
V=F.(x)...(s7) 


e tutte e due si concepiscano rotare intorno all’ asse AX: il solido v compreso 


dalle due superficie generate dalla rotazione delle due (s*) , (s1'7) evidente- 
mente avrà per misura 


a Pad 
x YV°dr—x | ydx. 
To To 


Te, 


Quindi sarà 


v=r | re (V°-y)da.. (5197). 
Lo 


355. I due solidi 


SÙ N 
v.= | {(x)dx0=s | Ù faje fn 
va Lo 


si suppongano essere tali che fra le aree delle due intersezioni f.(x), /.(x) ab- 


À 
bia luogo un rapporto costante FI Sarà 


n A * »x A À lf; )d si Vi A (grrr) 
None rc s = «(£)dr,0ss1a — ze. Ist, 
fa} pla), © perciò ||” fi (a)da p | fesa = 0) 


* 
xv 
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LIBRO OTTAVO 


INTRODUZIONE AL CALCOLO SUBLIME 


CAPO I. Dei limiti. Sì definisce il limite num. 1. Dalla definizione del limite si deducono ì se- 
guenti teoremi: se due quantità p, p' sieno nello stesso tempo limiti della medesima variabi- 
le P, sarà p==p'; questo teorema pol agevolmente si applica alla ricerca dell' area del cerchio : 
se due variabili P, Q abbiano per limiti le quantità p, 9, sarà lim.PQ="pq ; il limite cioè 
del prodotto agguaglia il prodotto dei limiti: il limite del quoziente agguaglia il quoziente dei 
limiti: se le due variabili P, Q nel loro crescere o diminuire conservano sempre la medesima 
ragione di 72: 2, questa sarà pure la ragione dei loro limiti p, g; il qual teorema si applica 
alla ricerca dell’area della ellisse n. 2. Si fa vedere come per mezzo della teoria dei limiti 
possa determinarsi analiticamente l’area chiusa da un arco di curva che ba una delle estremi- 
tà nella origine degli assi ortogonali, e dalle coordinate dell’altra estremità : si dimostra che 
supponendo l'arco parabolico, quell'area è uguale ai due terzi delrettangolo contenuto da que- 

I 


; PO ; sfata vini 9 K+s) 
ste coordinate n.3. Si determinano i limiti delle due espressioni analitiche (142), SE 


nella supposizione che la quantità x si accosti continuamente al Um.=0 n. 4. . pag. 
CAPO II. Di alcune nozioni generali delle serie , delle serie algebriche, e della formola Lagran- 
giana d’ interpolazione. Che cosa 8 intende per termine generale di una serie, e che cosa per 
somma generale: quali sono le differenze prime, seconde , terze, ec... msime di una data serie, 
e modo di calcolarle n. 5. Quali sono le serie algebriche, e quando queste si dicono del primo 
ordine , del secondo ordine, ec... n. 6. si accenna 11 modo come potere determinare la somma 
geverale di una data serie algebrica , e si propongono due esempii n. 7. Si discorre del modo 
di trovare la somma generale di una serie algebrica allorchè si dà solamente il termine gene- 
rale di questa, dichiarando il tutto con due csempli n. 8. Se due polinomii ordinati secondo le 
potenze di una medesima quantità variabile 2 souo uguali fra loro qualunque sia il valore che 
a questa variabile si attribuisce, in essi saranno uguali i coefficienti delle medesime potenze di 


z n. 9. Supponendo m, r numeri interi ed m>7, si dimostra la formola 


. min). m(m_—A)(m—-2) 
ae sE 


5] 53 F_...plma0, 


Ul 


nella quale ha luogo il segno superiore se m è pari, l’inferiore se m è dispari n. 10. Si dimo- 
stra la formola lagravgiana d’interpolazione per la quale conoscendo r+-1 valori particolari 
del polinomio 


p=b,+Db,340,5°+... +5,5° 


si determina lo stesso pu. LI. +0 +0 0.» i ali Re gi e ne ia 
CAPO IM. Delle serie algebrico -geometriche, Quali serie si dicono algebrico-geometriche: modo co- 
me potere determinare la somma generale di una data serie algebrico-geometrica : si propon- 
gono due esempii mi 120/2024, » 
CAPO IV. Di un altro genere particolare di serie. Sì la vedere in che consista quest'altro genere 
particolare di serie, e con tre esempii si dimostra il metodo che deve seguirsi allorchè dato il 
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termine generale di una di siffatte serie, si vuole determinare la somma generale della medc- 
SIMA ML 13. Le ee page di 
CAPO V. Delle serie ricorrenti, Quelle serie in cui ciascun termine si forma di alcuni dei prece- 

denti moltiplicati per quantità costanti date, chiamansi ricorrenti: quando una serie ricorrente 

è del primo ordine del secondo ordine, ec...: si dimostra che una serie, la quale ha per termi- 

ne generale 


=(a, ta, Ul +a,n° +. re: +1) Si 
ovvero ancora 


n 


So mE n pe sa AE di 
t,=2U4 3, us puis De,3,) 


è ricorrente dell'ordine 7simo n. 14. Dati i primi 72 termini di una serie ricorrente dell’ ordi - 

ne 7sîmo , si stabilisce il termine generale della medesima n. 15. Si propongono alcuni esem- 

pii n. 16. Si accenna il modo come potere determinare la somma generale delle serie ricorrenti 

Me lie a dd we e Re e E RE RL DS e e 
CAPO VI. Della convergenza delle serie. Quando una serie si dice convergente e quando diver- 

gente: sì dichiarano le definizioni con due esempii n. 18. Si assegnano i criteri generali per 

conoscere la convergenza o la divergenza di una data serie, e questi criterii si applicano a pa- 

recchi esempii n. 19, 20,21, 6003262. 60 ee 
CAPO VII. Dello sviluppo in serie di alcune formole. Supponendo x convergere al Zim.=0 , si pre- 

mettono alcune cose intorno ai limiti delle quantità 


Si 


(+e), (2a), Ataf, (Ia * 


trovandone i loro sviluppi in serie: si dimostra che il numero e, che è la base dei logaritmi 


I , 
meperiani ed il limite delle quantità (1+x)*, (1-x] #, è irrazionale n. 27. Si svolgono in 
«0,3 5 Lgs SEGA dg est Zi 
serie le quantità esponenziali e", a”: quindi si deducono i limiti delle due quantità —, — 
Fal ee 


nella ipotesi che  converga al lin.:= : dippiù il limite della quantità — g°/(5) ; supponen- 
do f convergere al lin. — 0 n. 28. Si assegnano gli sviluppi in serie delle quantità l'(1+2), 
1+2), l'(k+2), {k+z} n. 29, 50. Finalmente si irova lo sviluppo in serie di (1-+-2)f nella 
ipotesi che # esprima un numero qualunque fratto positivo o negativo n.31... . +. » 41 
CAPO VIII. Di alcune osservazioni sopra le serie immaginarie. Quando una serie immaginaria è 
convergente, e quando è divergente n. 52. Si assegna un criterio per conoscere se una data 
serie immaginaria è convergente ovvero è divergente n. 33. Se la serie 
d,3 4,3, 90,3, Aziz 
è convergente per qualunque valore reale della variabile z, lo sarà eziandio per qualunque va- 
lore immaginario della medesima variabile n. 34. Delle serie che riguardano gli esponenziali 
e, a”, allorchè in luogo di z si sostituisce la espressione immaginaria 2v=: si aggiungono al- 
cune cose intorno agli esponenziali immaginarii n. 35,36... 6 +... 40 
CAPO IX. Del ritorno delle serie. In che convistano i prublemi del ritorno delle serie: si espone il 
metodo praticato dal Newton nel risolvere siffatti problemi n. 37. Si fanno alcune avvertenze 
intorno al modo di mettere in pralica questo metodo in alcuni casi particolari n, 58. Si asse- 
gna un secondo metodo perla risoluzione dei problemi che riguardano il ritorno delle serie Na 
n. 59. & “ » 


CAPO X. Delle frazioni 


riduce alla espressione 


continue. Quando una data formola si 


a' 

n H 

bd Den a!!! 

TAL E 
HU 4 
essa dicesi trasformata im una frazione continua n. 40. Un: esempio vien proposto nella formo- 
Zasa ; È 

la — , nella quale 2, si suppone tale che sia 


a 


a 


sa 


(3) 


ax 4 


” 
MAI 
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n. 41, 47. Si fanno varie osservazioni intorno alla frazione continua 


= Ww . 
(1 Alisea p 
Fit 


nella ipotesi che v ed u sieno numeri interi n. 43, S'indica il modo come potere nella maniei a 
ordinaria esprimere una frazione continua n. 44. Ogni frazione continua può trasformarsi ir 
} icendevolmente n. 45, 46. Si dice alcuna cosa delle frazioni continue e periodi- 


una serie, e Vi . ) se alci 2 
che n. 47. Fatto aaa’... in guisa che si abbia la seguente frazione continua 


si espongono le principali sue proprietà, e si accennano i varii usi ai quali si fa essa servire 
è RUS we a ki © ae 0 I 0 


n. 48,49; 000952, 


LIBRO NONO 


CALCOLO DIFFERENZIALE 


CAPO I. Delle funzioni e della loro continuità. Che cosa s'intende per funzione, e che cosa per va- 
riabile indipendente: dal numero delle variabili, e dal numero delle relazioni fra le variabili 
subito sappiamo quante variabili debbano riguardarsi come indipendenti , e quante come fun- 
zioni delle altre n. 53. Quali souo le funzioni implicite ed esplicite, algebriche e trascendenti, 
razionali ed irrazionali, intere e fratte n. 54, 55. Si dà la definizione delle quantità infinitesi- 
me: quando è che una funzione /(x) si dice continua tra ilimiti a, x: Si dichiara questo 
stesso con alcuni esempii n. 56. Se la f{x) è coatinua tra certi limiti, tale sarà eziandio la cur- 
va che ha per equazione y=/(x) n. 57. Quando è che una funzione f(x) si dice continua nelle 
vicinanze di un certo particolare valore che si attribuisce alla variabile a n.53... - >» 75 

CAPO II. Dell'oggetto del calcolo differenziale: dei differenziali delle funzioni semplici. Che cosa 
è la derivata di una funzione n. 59. Il differenziale di una funzione è il prodotto della deri- 
vata di questa funzione per l accrescimento infinitesimo fatto prendere alla variabile indipen- 
dente: il differenziale della variabile indipendente è uguale al suo accrescimento n. 60, Si tro- 
vano le derivate ed i differenziali delle seguenti funzioni semplici 


a - 
y=ata, y=zax, y= x a, ya, ye", y=Ix) 921), 


y=zsen a, y=c0s x, y=zare(senzza), y==arc(cosr) 


ei ia eo n ia ai e et e e i e E 7 
CAPO II. Delle derivate e dei differenziali delle funzioni di funzioni , delle funzioni composte, è i 
delle funzioni implicite. Che cosa 5’ intende per funzione di funzione : la derivata di una fun- 
zione di funzione è sempre uguale al prodotto delle derivate di tutte le variabili prese ciascuna 
per rapporto a quella che (quasi fosse variabile indipendente ) le vien dopo, e da cui im- 
mediatamente dipende n. 62. Seguono le applicazioni di questo teorema: inoltre si fa no- 
tare che due funzioni le quali non differiscono che per una quantità costante hanno la me- 
desima derivata, e lo stesso differenziale: che un prodotto di una funzione per una quantità 
costante si differenzia senza aver riguardo alla costante, la quale resta semplicemente come 
fattore: che il differenziale di un radicale del secondo grado è uguale al differenziale della quan 
tità posta sotto il radicale diviso pel doppio radicale n. 63. Passando alle fanzioni composte st 
dimostra che la derivata o il differenziale della somma o della differenza di due funzioni è 
uguale alla somma o alla differenza delle derivate o dei differcuziali di queste funzioni: che pe: 
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ottenere la derivata o il differenziale di un prodotto di funzioni, bisognerà sostituire in questo 
prodotto successivamente a ciascun fattore la sua derivata v il suo differenziale, e prendere 
quindi la somma di tutti i prodotti in tal guisa formati: che il differenziale di una frazione è 
uguale al denominatore moltiplicato pel differenziale del numeratore, meno il numeratore 
moltiplicato pel differenziale del denominatore , tutto diviso pel quadrato del denominatore 
n. 64. In generale per differenziare una funzione qualunque composta di altre, le quali tutte 
dipendono da una medesima variabile, bisogna differenziarla successivamente per rapporto a 
ciascuna delle funzioni componenti, come se le altre fossero costanti , e fare poscia la somma 
delle quantità così ottenute : che cosa s” intende per differenziale parziale di una funzione com- 
posta di altre n. 65, 66. Si determinano le derivate ed i differenziali delle funzioni implicite 
Ma 6762 e ee pag. 84 

CAPO IV. Delle derivate e dei differenziali successivi: dei differenziali delle funzioni immagina - 
rie. In qual modo si trovano le derivate ed i differenziali degli ordini superiori al primo di una 
data funzione semplice: perchè le derivate di una funzione si chiamano coefficienti differenziali 
n. 68, 69. Seguono le applicazioni n. 70. Come si trovano le derivate ed i differenziali degli 
ordini superiori al primo di una data funzione di funzione n. 71. Inche maniera si ottengono 
le derivate ed i differenziali successivi di una data funzione composta n. 72. S' insegna a tro- 
vare le derivate ed i differenziali successivi di una funzione implicita n, 73. Per differenziare 
una funzione iminaginaria bisognerà operare come se la funzione fosse reale riguardando v=: 
come un coefliciente costante : si propongono alcuni esempii n. 74... +. +. +. » gi 

CAPO V. Delle relazioni che hanno luogo fra le funzioni reali di una sola variabile , e le rispettive 
derivate. Sì cerca se nelle vicinanze di un particolare valore x, insieme con x cresca o decre- 
sca la funzione Fx) n. 75. Se due funzioni Fx), /(&), c le loro derivate di primo ordine 
Fx), fa) sono continue fra 1 limiti x,, x,,, ed inoltre f(x) 0 costantemente cresce o costan- 
temente decresce da x,, ad x, vi sarà sempre un certo numero e< 1 e S>0, il quale soddisfara 
ulla seguente equazione 


Fe) 1) ui Fx, bea, t,)) 
SaS) Sea) 


n. 76. Quindi siespongono le varie relazioni che hanno luogo fra le funzioni primitive e le de- 
rivate dei varii ordini n. 77,78, 70, 80. Finalmente sì passa alle applicazioni n. 81,82.» 103 

CAPO VI. Della determinazione dei veri valori delle quantità che si presentano sotto una delle se- 
guenti forme indetermiate 


i) 
bei o » x 
Ext 00 E°. 
n ; Ka o ; n TESRRO 
Allorchè una frazione — diventa — per un particolare valore x, di a , bisogna differenzia- 
‘s (o) 


x FA " % e 

re separatamente i due termini dellafrazione medesima, e quindi vedere se ambedue le loro de- 
rivate di primo ordine F ja), f (4) si riducano pure a zero per xx, ; se ciò ha luogo st pren 
deranno le loro derivate di secondo ordine FxY, / (1), e si vedrà se anche queste per la sO: 
stituzione di x, in iogo di x svaniscono insieme. Continuando a questo modo, le due derivate 
che prime nonisvaniscono contemporancamente per xx, saranno i termini della frazione che 

. *: Fa) è ; 3 az ; ; 
dinoterà il vero vatore di LT nella stessa ipotesi, e che potrà essere nullo , finito , 0 infini 

{ si P: 

to. n. 85. Esempi n, 8), La regola enunciata non è suffiziente per ogni caso ; quindi si asse- 


gna un'altra regola con la quale in ogui caso si potrà conoscere il vero valore delle frazioni 
che si presentano sotto la forma indetermivata — n. 85. Seguono gliesempii n. 80. Si fa ve- 
o 
dere in qual modo bisogna operare per conoscere i veri valori delle frazioni che prendono la 
forma indeterminata 2 u. 87. Si passa agli esempii n. 88. Si espougono t modi come poter 
. Mista - È Te su x o 

giugnere alla cognizione dei veri valori di quelle quantità che si presentano sotto una delle al- 

tre forme indeterminate vapportate qui sopra n. dg, 90, QI a+ +0 at 15% 
CAPO VII. Di alcune proprietà delle quantità infiritesime. Che cosa debba intende per base e 

per ordine delle quantità infinitesime n. g2. Se Tp) è una quantità infinitesima , di cui la 

base è 2-3, l'ordine =-a, sicerca la prima fia le funzioni 
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che non sì annulla insieme con g n. 95. Di due quantità infinitesime quella che è di ordine più 

elevato, diventerà finalmente in quanto al valore numerico , e si conserverà poi costantemente 

minore dell'altra che è di ordine inferiore n. 94. Un polinomio composto dì quantità infinite- 

sime appartenenti ad ordini diversi, è una quanti à infinitesima di quell' ordine che è il mini- 

mo di tatti gli ordini dati n. g5. Un prodotto di più quantità infinitesime appartenenti a varii 

ordini, è una quantità infinitesima di quell’ordine che è espresso dalla somma di tutti gli or- 

dini dati n, 96. Quali variazioni subisca l’ ordine di una quantità infinitesima allorchè si passa 

da una base ad un’altran. 97. +. tt tt te ++ + pag. 123 
CAPO VII. Dei massimie dei minoni valori delle funzioni continue di una sola variabile. 1 va- 

fori di x che rendono la funzione Fx) massima, ovvero minima debbono cercarsi fra te radici 

; 1 

della equazione 7°(x)=0, ovvero fra quelle dell’ altra FE) ==0: in qual maniera sì scorge che 

al particolare valore x, di x realmente corrisponde un massimo, ovvero un minimo n. 98. 

Esempii n. gg. In altra guisa si può vedere se una radice qualunque x, della equazione 17 (a) 

dà luogo ad un massimo, ovvero ad un minimo nella funzione 7{x) n. 100. Si risolvono i se- 

guenti problemi: dividere una data retta in due parti tali che il loro rettangolo sia un massi- 

mo : dividere un numero 4 iu dee parti tali che il prodotto della potenza mesa delia prima per 

la potenza rsima della seconda sia il massimo dei prodotti che si potrebbero in somigliante gui 

sa formare: fra tutti i triangoli della stessa base e dello stesso perimetro qual'è quello che ha la 

massima superficie: in una data ellisse trovare i duc diametri coniugati che coritengono il mi- 

nimo angolo: Ira tutti i cilindri che sì possono iscrivere in un cono retto determinare quello 

che ha il più gran volume: fra tutti i coni retti che possuno iscriversi in una data sfera deter- 

minare quello che ha la più grande superficie convessa: trovare il numero x, di cui la radice 

asima sÌìa UN MASSIMO Ne OL Le eee i 
CAPOIX. Delle formole di Taylor e di Maclaurin. Si dimostrano le formole di Taylor e di Ma- 

claurin, e si assegnano le condizioni alle quali necessariamente bisognerà soddisfare perchè ab- 

biano luogo siffatte formole n. 102, 105. Seguono le applicazioni n. 10j. Può darsi che La for 

mola di Maclauriu somministri per lo sviluppo della tunzivue una serie convergente, senza che 

la somma di una tal serie sia uguale alla funzione n. 109. Quante volte le funzioni qua), e 


9(2+h) possono svolgersi in serie convergenti ordinate secondo le potenze ascendenti cd in- 
tere la prima di z, la seconda di 4, queste serie coiucideranno con quelle di Maclaurin c di 
Ravlora::AI00x Lei de e o, a ga lato e CR n e I i na 

CAPO X. Di alcune conseguenze che si traggono da certe formole esposte quì sopra. Si asseguano 
i numeri per mezzo dei quali si passa dai logaritmi neperiani ai logaritmi volgari, e vicendevol- 
mente n. 107. Si dimostrano alcune formole per le quali molto agevolmente possono calcolarsi 
quei logaritmi che non si trovano nelle tavole n. 108. Mediante le note formole 


el 
(93) 
di 


etvrincos z°t V—=1 sens, eos ae vite, 2VAsen SIZENT Ig VT? 


si risolvono i due seguenti problemi: esprimere il seno ed il coseno di un arco multiplo mz in 
funzione delle potenze intere del seno e del cosenv dell'arco semplice 2 esprimere le potenze 
intere del seno e del coseno di un arco semplice 2 in funzione dei seni e dei coseni degli archi 
multipli 22, 35, €06 NM 10Q6 266 
CAPO XI. Della risoluzione trigonometrica delle equazioni 


È 7: uv n 
e'(upeV— 20, a+ Ax" + B20. 

Si premettono due cose, la seconda delle quali riguarda la trasformazione trigonometrica della 
espressione Immaginaria Y4#+rv=: n. 110, 111, Si risolve la prima delle succennate equazioni 
N. 112, 113,..., 110. Si risolve la seconda n. 117. Si dimostrano i teoremi di Moivre e di Cotes 

Ur ilo Ioia e ad e a RR A E » 9 Tua 
CAPO XII. Delle espressioni differenziali delle tangenti, sottangenti, normali, sunnormali delle 
curve piane. Se y=f(x) è la equazione di una curva piana fra le coordinate ortogonali x,y, la 
derivata y'—f"{x) esprimerà la tangente trigonometrica dell'angolo che la tangente geometrica 
della curva nel punto (x, y) fa con l’asse delle ascisse n. 121. Si danno le espressioni differen- 
ziali della sottangente , tangente , sunnormale, e normale n. 122. Si trovano le equazioni dif- 
terenziali della tangente e della normale n. 125. Seguono le applicazioni: si dimostra che nella 
cicloide la normale al punto (x, y) è uguale alla corda che sottende nel cerchio generatore l'ar- 
co intercelto dalla base e da quel punto; e che per conseguenza la corda che sottende quel sup. 
plemento di questo arco che dal punto (x,y) si prende fuori della cicloide, risulta tangente a 
questa curva nel medesimo punto : si dimostra pure che nella logaritmica la sottangente è una 
quantità costante n. 124, 129. 8° indica il modo come potere, nel caso che la curva si riferisce 
ad assi obliqui , trovare e i valori della sottangente, tangente, ec, e le equazioni della tan- 
gente e della normale n. 126. Il medesimo si pratica nella ipotesi delle coordinate polari n. 127. 

Applicazione alla spirale di Archimede n.128... 153 


472 


CAPO XIII. Dei differenziali di un arco, e di un’ area curvilinea. Se un arco di curva indefimta- 
mente decresca, la ragione dello stesso arco alla corrispondente corda si accosterà al Lim.=-1 
n. 129. Sitrova il differenziale di un arco di curva nella supposizione che questa curva abbia 
le coordinate ortogonali n. 130, Queste stesso si fa nella ipotesi delle coordinate oblique, e 
delle coordinate polari n. 151. Si trova il differenziale di nn” area curvilinea nella ipotesi delle 
coordinate ortogonali m. 132. Il medesimo si determina nel caso delle coordinate oblique, e 
delle coordinate polari n 133.2 eat ai ia pag. 160 

CAPO XIV. Degli asintoti delle curve piane , e dei punti d’ infessione delle medesime. Cercando 
le diverse posizioni che prende la tangente di una curva piana, allorchè il punto di contatto si 
allontana di più in più dalla origine delle coordinate, potrà conoscersi se questa curva ha delle 
rette per asintoti, e nello stesso tempo determinarsi la loro posizione n. 134. Seguono le ap- 
plicazioni n. 155. Che cosa s'intende per punto d’inflessione di una curva: una curva presso 
un dato suo punto mostrerà all'asse delle ascisse la sua concavità , ovvero la sua convessità , se- 
condo che la derivata di secondo ordine, che si ricava dal differenziare due volte di seguito la 
equazione della curva, sarà presso quel punto negativa, ovvero positiva n. 136. Si passa quindi 
a determinare i punti d'inflessione nelle curve piane n. 137. Sey==f(a) è la equazione delia 
curva , all’ ascissa x, corrisponderà il punto dinflessione, quantunque volte la prima delle de- 


rivate 
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che non si annulla, è di ordine dispari: la tangente trigonometrica dell'angolo che la tangente 
geometrica nel punto (x, y°) d’inflessione fa con l’asse delle ascisse, esprime un massimo ov- 
SC Ro un minimone.198, © ca ca ce li le i e e n 163 
CAPO XV, Del cerchio osculatore e delle curve evolute. Le curvature dei cerchi sono in ragione re- 
ciproca dei loro raggi n. 139. Si dimostrano le tormole con le quali si determina il raggio del 
cerchio osculatore di una curva in un dato suo punto n. 140, 141, 142. Seguono le appli 
cazioni n. 143, 144. Sì trovano le formole per mezzo delle quali si giugne ad ottenere la equa 
zione n=o(£) della curva in cui si trovano tutti i centri dei cerchi osculatori di una data cur- 
vay=f(x) n. 145. ] raggi dei cerchi osculatori nei diversi punti della curva y=f(#), sono 
altrettante tangenti alla linea n—p(é) n. 146. Il differenziale del raggio del cerchio osculatore 
appartenente alla curva y=f(x) , agguaglia il differenziale del corrispondente arco della linea 
x, =9(£) ; e perciò lo stesso raggio, 0 agguaglierà il corrispondente arco di questa linea, o ne 
differirà per una quaulità costante n. 147. Si dà la ragione per la quale la curva n-=g($) si 
dice evoluta per rispetto all’ altra y=f(x) che si appella evolvente n. 148. Seguono gli esem- 
ii: si dimostra che la evoluta delia parabola è anch’ essa una parabola, ma di ordine più alto. 
cioè del terzo : si trovano le equazioni delle evolute della ellisse e della iperbola: la evoluta 
della cicloide è un'altra cicloide: la semicicloide è doppia del diametro del cerchio generatore , 
e per conseguenza la intera cicloide sarà quadrupla dello stesso diametro n. 149. Si trova la 
espressione del raggio di curvatura nella supposizione che 1’ ascissa cessi di essere variabile in- 
dipendente, ed ancora nel caso particolare in cui si prende l’arco della curva per variabile indi- 
pendente n. 150. Nella medesima ipotesi che I’ ascissa cessi di essere variabile indipendente, ed 
anco nel caso parlicolare in cui per variabile indipendente si prende l’arco della curva si espon- 
gono le tormole che servono a trovare la evoluta di questa stessa curva n. 151. Si trovano il 
raggio osculatore e la evoluta di una curva riferita a coordinate polari : si fa un’ applicazione 
alla spirale logaritmica : si dimostra che la evoluta di questa spirale è anch'essa una spirale lo- 
garitmica uguale alla evolvente n. ASBI e e a a e e (US) 
GAPÒ XVI. Dei contatti fra le curve piane. Due curv che hanno un punto comune, e per le quali 
il coefliciente diflerenziale di primo ordine della ordinata ha pure un comune valore in questo 
punto, si dicono avere fra loro un contatto di primo ordine n, 155. Due curve sono oscula- 
trici, ovvero hanno in un punto comune un contatto di secondo ordine quando in questo punto 


oltre la tangente comune hanno ancora il medesimo cerchio osculatore ; € vicendevolmente 


n. 154, Generalmente due curvey=f.x),y=9(x) hanno fra loro in un punto comune un con- 


tatto dell’ordine rzsimo quando per questo stesso punto n coefficienti differenziali successivi delle 
funzioni f(x), g(x), a contare da quello di primo ordine, sono uguali ciascuno a ciascuno 
n. 155. Allorchè due curve hanno un contatto di ordine dispari, Ja maniera di giacere dell’una 
per rispetto all’altra nelle vicinanze del punto di contatto è la medesima da ambedue le parti 
di questo punto; ma quando il contatto è di ordine pari , le due curve realmente s' interseca— 
no: allorchè due curve sono in contatto di secondo ordine o di altro ordine superiore, rivol- 
gono ambedue la concavità dalla medesima parte n. 156. Se due curve si toccano In Un dato 
punto , segnando sulle medesime due altri punti situati ad uguali distanze infinitesime dal 
punto di contatto, l'avvicinamento tra queste curve in vicinanza di un tal punto sarà tanto 
più considerabile quanto più alto sarà l'ordine dell’angalo infinitesimo w contenuto da quelle 
distanze, e considerato come funzione della base g n. 157. Allorché due curve si toccano ni tin 
dato punto, l'ordine del contatto è di una unità inferiore all’ ordine della quantità infinitesi- 
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ma rappresentata dalla distanza tra due punti presi sulle due curve ugualmente distanti dal 
punto di contatto per una quantità infinitesima del primo ordine n. 158. L'ordine del contatto 
di due curve piane che si toccano in un dato punto è di una unità inferiore all'ordine della 
distanza infinitesima compresa fra i due punti nei quali le due curve sono incontrate da una se- 
cante che fa un’angolo finito con la tangente comune in quel sistema in cui la distanza del 
unto di contatto dalla secante suddetta è un infinitesimo del primo ordine n. 159. Ad ottenere 
‘ordine del contatto di due curve piane che si toccano in un punto , in cui la tangente comune 
non è parallela all'asse delle ordinate y , basterà condurre una ordinata vicmussima al punto di 
contatto , cercando nello stesso tempo il numero che rappresenta Ì ordine della porzione mfini- 
tesima di questa ordinata compresa tra le due curve nel caso in cui si considera la distanza del 
punto di contatta dalla ordinata come un infinitesimo del primo ordine; un tal numero dimi- 
nuito di una unità darà l'ordine del contatto n, 160. Applicazioni n. 161. Se l'ordine del con- 
tatto è un numero intero, esso si troverà col cercare fra le equazioni 
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ia ultima di tutte alle quali soddisf il particolare valore dell’ ascissa x del punto di contatto ; 
imperocchè l'ordine delle derivate dalle quali quelle ultima equazione risulta, sarà lo stesso 
che l'ordine del contatto n. 162. Applicazione di questo teorema n. 165, Si nota da ultimo che 
anche quando la tangente comune alle due curve nel punto del contatto è parallela all’ usse 
delle ordinate può adoperarsi il metodo indicato sopra, nel numero 160 a fine di ottenere l’or- 
dine del contatto delle medesime curve n. lOfa Sato i I e ne pag. 184 
CAPO XVII. Della differenziazione delle funzioni esplicite ed implicite di un numero qualunque 
di variabili indipendenti. Il differenziale di una funzione di più variabili indipendenti è uguale 
alla somma dei differenziali parziali della medesima funzione s presi successivamente per rap- 
porto a ciascuna di queste variabili n. 165. Esempii n. 166. Sia u=/" (x,y z; +.) una fun- 
zione di più variabili x,y, 23..., si dimostra che il teorema del numero 165 ha luogo ancora 
quando ira queste variabili hanno Iuugo n equazioni della forma Hx, y, 2, +..)=0, nel qual 
caso mn saranno le variabili indipendenti, ed zz le dipendenti n. 167. Si parla del modo co- 
me potere ottenere il differenziale di una funzione implicita di più variabili indipendenti n. 168. 
Che cosa s’ intende per funzione omogenea di più variabili: moltiplicando le derivate parziali di 
una funzione omogenea del grado « per le variabili alle quali esse si riferiscono , sarà la somma 
dei prodotti in tal guisa formati uguale al prodotto della medesima funzione per a: seguono 
gli esempii n. 169, Si dimostra che una funzione della somma di più variabili ha le derivate 
parziali uguali, e che una funzione della differenza di due variabili ha le derivate parziali 
uguali ma affette da segni contrari n. 170... |. i e e ae ig 
CAPO XVIII. Dei differenziali successivi delle funzioni di più variabili indipendenti, e della dif- 
ferenziazione dele funzioni di funzioni di più variabili indipendenti. Distinzione fra i differen: 
ziali totali successivi di una funzione di più variabili, e le derivate o i differenziali parziali suc- 
cessivi, e modi diversi di scrivere sì gli uni che gli altri n. 171. 1 differenziali parziali succes- 
sivi conservano lo stesso valore allorchè +’ inverte solianto l'ordine con cui si sono fatte le 
differenziazioni relative alle diverse variabili n. 172, 179. $° indica il modo di segnare la deri - 
vata parziale di una funzione x di più variabili dell'ordine (4+m2+n+... n. 174. Si trovano 
i diflerenziali successivi di una funzione di più variabili indipendenti n. 179. Si propongono 
alcuni esempii n. 176, Si trova il differenziale di una funzione di funzioni di più variabili indi- 
pendenti n. 177. Esempii n.198. Si dice del modo come potere ottenere i differenziali succes- 
sivi delle funzioni di funzioni di più variabili: seguono le applicazioni n. 179. Si pone ter- 
mine al capo con una importantissima osservazione n. 180... 0... 0. è + ® 202 
CAPO XIX. Dei massimi e dei minimi valori delle funzioni di più variabili, Si assegnano le con- 
dizioni alle quali bisogna soddisfare perchè una funzione u=F(x,y32,..+) diventi un mas- 
simo ovvero un minimo per i particolari valori Co Yn3 89°" che alle variabili da cui 
essa dipende si attribuiscono n. 181. Seguono le applicazioni n. 182, 183, Nel determinare 
i massimi ed i minimi valori delle funzioni di pin variabili, si ‘può eziandio far uso dei 
differenziali degli ordini superiori n. 184 3 185, 186. Si risolve il seguente problema: Fra 
tutti i triangoli isoperimetri qual'è quello che ha la più grande superficie? n. 187. Si ac- 
cenna ciò che si deve osservare quando alcune delle variabili cessano di essere indipendenti 
Mx 1895 a e e i RO TO Va O 
CAPO XX. Delle formole di Taylor e di Maclaurin estese alle funzioni di più variabili. Se 
u=F\x,Y,%,...), sarà 


du du d'u 
Fx+de,y+dy, ira + 12 195 + 


n. 189. Si espone la formola di Taylor estesa alle funzioni di più variabili n. 190, Si di- 
mostra il teorema di Maclaurin esteso alle fanzioni di più variabili: si applica questo teo- 
rema allo sviluppo in serie della funzione u—az+ n, 191 60000064 22, 


Kol. £IL, 60 
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CAPO XXI. Del calcolo dei residui delle funzioni , della decomposizione delle frazioni razionali 
in altre più semplici , e della serie di Lagrange. Che cosa si ha da intendere per siffatti re- 
sidui n. 192. Che cosa debba intendersi allorchè si dice di volere da una data funzione 
estrarre i residui, ed in qual modo ciò è indicato n. 193. Esempii n. 194. Particolari av- 
vertenze sul modo come notare i residui allorchè fa funzione si preseuta sotto la forma 
di una frazione n. 195. Il residuo della somma o della differenza di più funzioni è uguale 
alla somma o alla differenza dei residui delle singole funzioni n. 196. Qual'è il residuo 
di una funzione moltiplicata per una quantità costante n, 197. Si dimostrano Je principali 
proprietà dei residui n. 198, 199, 200, 201. Quindi si ricava il metodo di risolvere le 
frazioni razionali in altre più semplici : sì propongono parecchi esempii : di nuovo si di- 
mostra la formola d'interpulazione di Lagrange n. 202. Sì ricava eziandio la soluzione del 

roblema in cui, dinotando 2, una delle radici della equazione sx —ko(3=I>è si pro- 
pone di svolgere g(z ) iv serie ordinata secondo le potenze ascendenti della quantità 4 
AAT 

CAPO XXII. Delle tangenti e normali, del piano osculature, e degli asintoli delle curve poste 
nello spazio. Equazioni della retta tangente una curva posta nello spazio. coseui degli au- 
goli che questa retta tangente forma con gli assi ortogonali: condizioni perchè due curve 
nello spazio si tocchino n. 204. Differenziale di nu arco di curva posta nello spazio : equa- 
zione del piano normale n. 209. Si premettono alcune cose le quali servono a compren- 
derc qual sia la normale principale di una curva situata nello spazio , quali i coseni degli an- 
goli che questa normale contiene con gli assi coordinati, c quali finalmente le sue equa- 
zioni : equazione del piano che passando pel punto di contatto è perpendicolare alla nor- 
male principale n. 206, 207 , 208. Che cosa s'intende per piano osculatore : formole che 
servono a determinare la posizione del piano osculatore : equazione di questo piano n. 209. 
Si discorre del modo come potere determinare gli asiutoti diuna curva nello spazio n. 210. 
Delle principali proprietà dell’ elica n. 211, +00 + 08 e nn » 202 

CAPO XXIII. Del cerchio osculatore e delle evolute delle curve poste nello spazio. Quale sia quel 
cerchio che propriamente si dice osculatore: questo cerchio ha nel punto dove tocca la curva 
la tangente comune con la medesima curva ed il sno centro si rattrova in un punto della 
corrispondente normale principale n. 212. Si dimostra la formola che determina il valore 
del raggio del cerchio osculatore nella supposizione che la variabile indipendente sia l'arco s 
della curva n. 213. Iu questa medesima ipotesi si dimostrano le formole per le quali si de 
terminano le coordinate del punto in cui si trova il centro del cerchio osculatore n. 214. 
Cessando l'arco s di essere la variabile indipendente perchè per tale si abbia una delle coordi- 
nate, per esempio la 2, si determinano le espressioni del raggio del cerchio osculatore, e si 
dimostrano le formole che servono a trovare le coordinate del centro di questo stesso cerchio 
n. 215. S' insegna il modo come poter trovare le equazioni della linea dove si trovano i centri 
di tutti i cerchi osculatori di una curva posta nello spazio n. 216. Si accennano alcune pro- 
prietà di questa linea n. 217. Ad una data curva posta nello spazio s' intenda avvolto un tilo, 
quindi questo filo si concepisca svolto per guisa che la sua parte libera sia sempre tesa, e tan- 
gente alla curva data ; l'estremo mobile del filo descriverà così una curva la quale , adottando 
îe denominazioni stabilite per le curve piane, chiamasi evolvente per rispetto alla data, che si 
dice evoluta : ora si dimostra che la tangente alla evoluta è sempre normale alla evolvente : 
dippiù supposta, come quì sopra, data la curva evoluta, possono ottenersi le equazioni della 
evolvente, e viceversa data la curva evolvente potranno determinarsi le equazioni della evo- 
luta: quindi si ha occasione di notare che ad una data curva appartengono innumerevoli evo- 
lute : si accenna il modo come poter ottenere la equazione della superficie dove sono comprese 
tutte queste evolute n. 218. +6 +e SL ee 00 

CAPO XXIV. Delle curve osculatrici nello spazio, Condizioni alle quali bisogna soddisfare perchè 
due curve poste nello spazio sieno osculatrici in un dato punto n. 219, 220. Se due curve nello 
spazio sono osculatrici in un punto (x ,.y 3 2) » le loro proiezioni sul piano XAZ saranno oscu- 
latrici nel punto (x, 2), e le loro proiezioni sul piano YAZ saranno osculatrici nel punto 
(y, 2); € vicendevolmente n. 221. Sieno 


a=f(3), a=/,(3) 


le due proiezioni sul piano XAZ., ed 


y=f), g=4, (4) 


le due proiezioni sul piano YAZ. Esprimano inoltre 2+1, a'+1 gli ordini delle quantità ine 
finitesime 


SE+EI)S (+0) E +MIL 4A), 
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e si abbia a=a', ovvero a, per esempio, <a", nell’uno e nell'altro caso avranno luogo le 
equazioni 


VO= MO MOD NONMO= MONO ALONE 
eil insieme le altre 


{()=f,6),; La=f/G). '(A=l"()., BAL CI ceri VALLI PORT 


fino all’ ordine a , o immediatamente > a n. 222... +0. +0. ++. pag. 271 


CAPO XXV. Del piano tangente una superficie curva, e della corrispondente normale. Equazione 
del piano tangente n. 223. Quando due superficie si dicono essere in un punto a contatto fra 
loro n. 224. Dalla equazione del piano tangente si ricavano le equazioni della corrispondente 
normale : coseni degli angoli che questa normale ta con gli assi coordinati n. 225. Altra equa- 
zione del piano tangente, altre equazioni della corrispondente normale, ed altre espressioni dei 
coseni degli angoli che questa normale fa con gli assi coordinati n.226... . . . » 

CAPO XXVI. Dei raggi osculatori delle varie curve che possono descriversi sopra una data super- 

.ficie. Espressioni di questi raggi n. 227, 228, 229. Se una superficie curva è secata da piani 
condotti per la normale, si dimostra che di tutte le intersezioni segnate sulla superficie, due ve 
ne saranno le quali avranno una la massima l’altra la minima curvatara: si dimostra inoltre 
che queste due intersezioni, le quali chiamansi principali, si secano scambievolmente ad an- 
goli retti n. 230, 2316000606066 e e 

CAPO XXVII. Delle superficie curve osculatrici. Quando due superficie curve si dicono osculatrici : 
condizioni necessarie perchè due superficie curve sieno osculatrici n. 252. Donde possa rile- 
varsi il maggiore o minore avvicinamento scambievole di due superficie nelle vicinanze di un 
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: . . » 285 


punto comune ad ambedue n. 233... 0... Rui a 


LIBRO DECIMO 


CALCOLO INTEGRALE 


CAPO I Dell obbietto del calcolo integrale, e di alcune generali nozioni intorno agl’integrali in- 
definiti. Che cosa s'intende per integrale indefinito di una funzione differenziale, e come s’indica 
n. 234. L’ integrale della somma di più differenziali è uguale alla somma degl’integrali dei sin- 
goli differenziali: l'integrale del prodotto di una quantità costante per un differenziale è uguale 
al prodotto della quantità costante per l'integrale del differenziale n. 235. La formola f(x)dx 
qualche volta si presenta in gui-a che subito apparisce la medesima esprimere il differenziale di 
una certa data funzione, ed allora prontamente se ne assegnerà l'integrale: esempii n. 256. 
Molte volte la formola f(x)dx, allorchè non si è certo della sua integrazione, mediante alcune 
sostituzioni si trasforma în un’altra di cui subito si conosce l'integrale: esempii n. 237. . 

CAPO II. Della integrazione per parti. ln che consista la integrazione per parti: esempii n. 238, 239. 
L'uso continuato ed uniforme del metodo della integrazione per parti molte volte produce una 
serie infinita, la quale, risultando convergente, ci porrà in grado di potere valutare per approssi» 
mazione l'integrale cercato , qualora questo non si possa ottenere con un numero finito di ter- 
Mini : eSEMPÎO N. 240206 

CAPO III. Degl’ integrali definiti. Che cosa si ha da intendere per integrale definito di una fun- 
zione differenziale : esempii n. 241. Si percorrono le principali proprietà degl’ integrali deb- 
niti: Si fa vedere in qual maniera si possano ottenere i loro valori tanto prossimi al vero quanto 
piacerà n. 242, 243,..., 247. Si parla del metodo di svolgere le funzioni iu serie, allorchè que- 
ste si esprimono mediante gl’'integrali definiti n. 248. Si parla della differenziazione fatta sotto 
il segno d'integrazione : si assegna un metodo particolare per la determinazione di varii inte- 
gralìi n. 249. Si discorre della doppia integrazione fatta primicramente rispetto ad y e poi ri- 
spetto ad x, e viceversa n. 250. Se z esprime una data funzione della variabile x, e l'integrale 
della formola 2p(x)dx preso da x, ad x, si suppone =0 , qualunque del rimanente sia la fun- 
zione indeterminata g(a) , si avrà z=0 n. 251. Finalmente si parla della integrazione fatta @ 


prima o dopo la estrazione dei residui n. 252. LL. 20202. PIICIINE 
CAPO IV. Della integrazione dei differenziali algebrici razionali ed irrazionali , i quali dipendono 
da una sola variabile, Si assegna il metodo come potere integrare i differenziali algebrici ra- 
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» 296 
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zionali : esempii n. 253. Si parla del modo come potere integrare 1 differenziali algebrici 1rra- 
zionali : si dimostra che sempre si può ottenere l’integrale di quelle funzioni differenziali le quali 
sono irrazionali per la presenza del radicale quadrato 


Va +betee!: 


esempii n. 254, 255, Si può sempre rendere razionale un differenziale che contiene due radi- 

cali quadrati di funzioni intere e di primo grado n. 256. . +... +0... *. pag. 309 
CAPO V. Della integrazione dei differenziali binomii. Formola generale dei differenziali binomii 

n. 257. Casì nei quali un differenziale binomio si può rendere razionale per mezzo di alcune 

sostituzioni n. 258. Si accennano due altri casi dei più facili , nei quali si conosce il mezzo di 

eliminare, o almeno di diminuire il numero dei radicali esistenti in un dato differenziale 

n. 259. Allorché un binomio differenziale non si può rendere razionale, si procura di farne 

dipendere la integrazione da quella di un'altro biuomio differenziale della stessa natura , ma il 

più semplice che sia possibile , e ciò a fine di potere eseguire quest'altra integrazione con 1 me- 

fodi conosciuti n. 260. Esempii n, 261, 262, 263, 264... + +e + 517 
CAPO VI. Della integrazione det differenziali, i quali contengono funzioni trigonometriche , lo- 

garitmiche, ed esponenziali di una sola variabile. Sì fa dipendere l’ integrale del differenziale 


sen'acos'eda 
da altri integrali dello stesso genere n. 265. L’istesso sì fa per rispetto ai differenziali 
tanz'ada, cot'eda, sentadr, cosec'ade, cosfada, secfada 
n. 266. Integrali in termini finiti dei differenziali 
tang’xda, col’xda, sen'eda, cos'eda, sec'eda, cosec'xda 


nella ipotesi di x numero intero positivo n. 267. Si trova l'integrale del differenziale 


da 
a+ cosa 


n. 268, Se f rappresenta una funzione algebrica , potrà sempre la f(senx, cosx )dx ridursi ad 
un’ altra formola , la quale sia del tutto algebrica n. 269. Si trovano gl’ integrali dei seguenti 
differenziali 


i he bavz 
arc"(cosza)dx, a'l'(a)da, ca veda 


de a) e A A A area 
CAPO VII. Degl'integrali dei varii ordini riguardanti la formola f(x)dx". E primieramente si 
trovano gl’integrali indefiniti n. 273. Quindi si passa ai definiti n. 274. Si asseguano gli sviluppi 
in serie delle funzioni Fa), F(a+4) nei quali i residui sono espressi da integrali defimti 
ARR RE REE VOR 
CAPO VIMI. Della integrazione per serie. S'insogna in qual modo bisogna adoperarsi per isvolgere 
in serie un qualunque integrale indefinito del differenziale f(x)dx: esempii n. 276. Distinzione 
fra le serie ascendenti e le discendenti : esempii n. 277. S' Integra per serie la formola dei dif- 
ferenziali binomii n. 278. Si eseguono molte altre integrazioni per seric n. 279, 280, 281, 282. 344 
CAPO IX. Della rettificazione delle curve piane. Integrali definiti esprimenti la lunghezza di un 
arco s di una curva piana contato nella stessa curva da un certo punto fisso (x,,Y0), € termi- 
nato al punto mobile (x, y) n. 283. Si trova la lunghezza di un arco parabolico n. 284. Inte- 
grali definiti esprimenti la lunghezza di un arco di ellisse, di un arco d’jperbola, e dell’ in- 
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tero perimetro della ellisse: questi integrali non possono ottenersi sotto forma finita, ma sol- 
tanto possonu assegnarsi i loro sviluppi in serie: prendendo però due archi nella ellisse in 
guisa che le ascisse x ed x, , x' ed a", corrispondenti ai loro punti estremi soddisfacciano alle 


equazioni 


a'a’(xr° 4a!) +e c°o!*=0, ata'(a +20) +e, 


nelle quali a è il semiasse maggiore , e c la eccentricità della ellisse, potrà la loro differenza 
esibirsi analiticamente sotto forma finita n. 285. Si assegna la lunghezza di un arco della lo- 
garitmica n. 286. Di nuovo si dimostra che l’ arco della cicloide , computato dal vertice della 
curva, é doppio della corrispondente corda nel cerchio generatore , e che la semicicloide è 
doppia, e la intera cicloide quadrupla del diametro dello stesso cerchio generatore n. 285. 
Per dichiarare l’uso della formola che serve a rettificare un arco di curva riferito a coordinate 
olari, si trova la lunghezza di un arco della spirale logaritmica n. 288... +. + pag. 353 
CAPO X. Della quadratura delle curve piane. Si assegna l’ integrale definito esprimente l’area di 
una curva terminata dalle ordinate y,,, y_» dall'intervallo x—x,, e dal corrispondente arco : 
si prende quindi occasione di dimostrare che la proiezione ortogonale di un’area sopra di un 
piano indefinito è uguale a quest'area moltiplicata pel coseno dell’angolo che essa contiene 
col piano indefinito n. 289. Si fanno parecchie applicazioni riguardanti la quadratura di al- 
cune curve particolari n. 290, 291, +...) 294. Pel caso in cui la curva si riferisce a coordi- 
nate polari , si dà l'integrale definito che esprime l’area del settore terminato da un arco della 
curva e da due raggi vettori condotti dal polo alle estremità di questo arco n. 295. +. . +. » 365 
CAPO XI. Della integrazione dei differenziali che contengono un numero qualunque di variabili. 
Si assegnano le condizioni, alle quali bisogna soddisfare perchè un dato differenziale che con- 
tiene un numero qualunque di variabili sia esatto, e quindi integrabile : s’insegna il modo 
come integrare un dato differenziale di più variabili, ma che sia esatto n. 296. S'insegna un 
altro metodo per la integrazione dei differenziali esatti a due variabili n. 297. Si propongono 
alcuni esempii n.298. 2/22 26 + 00000.» + + » 568 
CAPO XII. Della integrazione delle equazioni differenziali di primo ordine a due variabili, Che 
cosa si abbia da intendere per equazione differenziale, donde si desumano gli ordini delle 
equazioni differenziali , e che cosa o integrare una equazione differenziale: formola ge- 
nerale delle equazioni differenziali di primo ordine a due variabili x,y, e di primo grado per 
rispetto ai differenziali dx, dy u. 299. Metodi per integrare queste equazioni differenziali 
n. 300, 501, .. +, 512. Formola generale delle equazioni differenziali di primo ordine a due 
variabili x,y e del grado nsimo per rispetto ai differenziali dx, dy: metodi per integrare que- 
ste equazioni differenziali n. 313, 314, ...; DIB: o e alla A e SE ale, Le de RITO 
CAPO XIII. Della integrazione delle equazioni differenziali di primo ordine le quali contengono 
tre 0 un più gran numero di variabili, Integrazione delle equazioni differenziali di primo grado 
rispetto ai differenziali dx, dy, dz fra le variabili x,y, 2: si assegnano le condizioni alle 
quali si dovrà soddisfare : che cosa è a farsi nel caso che queste condizioni non restano soddi» 
sfatte n. 519, 320, ... 323. Integrazione delle equazioni differenziali di un grado più alto 
del primo per riguardo ai differenziali dx, dy , dz fra le tre variabili x,y , 2 n. 324. Si aggiu- 
gue alcuna cosa intorno alla integrazione delle equazioni differenziali, le quali contengono un 
numero di variabili maggiore di tren. 325, 526. +0... 0.0. + + ++» 406 
CAPO XIV. Della integrazione di alcune equazioni differenziali le quali sorpassano il primo or- 
dine. Integrazione di alcune equazioni differenziali del secondo ordine fra le variabili x, y 
n. 327, 328, ..., 552. Non rare volte giova moltissimo per ottenere la integrazione di una 
equazione il prendere per costante un differenziale piuttosto che un’altro n. 333. Integra- 
zione di alcune equazioni differenziali fra le variabili 2, y di un’ordine più alto del secondo 
». 354, 335. S'integrano le equazioni differenziali lineari, ossia che i loro coefficienti sieno 
quantità costanti, ossia che sieno variabili secondo una certa legge particolare n. 356, 
537, 3380266 AZZ 
CAPO XV. Della integrazione di alcune equazioni differenziali parziali. Divisione delle equazioni 
differenziali in totali e parziali: anche le equazioni differenziali parziali si dividono in ordini 
come le totali : integrazione delle equazioni differenziali parziali del primo ordine n. 359, 
540, 341. Integrazione delle equazioni differenziali parziali del secondo ordine n. 3542. . » 442 
CAPO XVI. Della quadratura delle superficie curve. Integrali definiti doppii esprimenti l'area di 
una superficie curva chiusa fra quattro linee curve, i cui piani sieno due paralleli al piano cnor- 
dinato XAZ, e due paralleli al piano coordinato YAZ n. 343. Integrale definito doppio espri- 
mente l'arca di una superficie curva compresa fra due piani perpendicolari all’asse AX, e da 
due superficie cilindracee le cui generatrici sieno parallele all'asse AZ n. 544, 345. Della qua- — 
dratura delle superficie curve di rivoluzione n. 346. Applicazioni n. 547... +0. . > 422 
CAPO XVII. Della cubatura dei solidi. La solidità del volume di un cilindro retto a base qualun- 
que è uguale al prodotto di questa base per l'altezza del cilindro n. 348. Mediante questo teo- 
rema si assegnano le formole le quali servono alla determinazione della solidità di un qua- 
lunque altro volume: applicazione all’ellissoide n. 349. Iutegrale definito triplo esprimente la 
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solidità di un volume terminato dalle due superficie curve 
[i AC7 25 ax(e, k2, ’ 
dalle due superficie cilindracee 
y,=,(2) ? yi, (0) ’ 
e dalle due superficie piane 


arto 9 a, e, 


n. 350,351. Determinazione delle solidità dei volumi terminati da superficie di rivoluzione : 
seguono le applicazioni n. 352, 353, 354,355. + + + +» + ++ ++. P98 459 
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